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Resumo 
 

Uma geração seguindo distribuição multifractal é proposta no presente trabalho, 

buscando uma possibilidade de melhor modelar e caracterizar o que de fato ocorre em 

tráfegos reais, favorecendo na realização de simulações e predições de redes, o que 

diretamente implica em otimização de recursos. Esta geração será validada por meio de 

ferramentas de análise multifractal baseadas na regularidade local do processo, e ainda, 

comparada com tráfegos reais a título de verificação. 

Estudos englobando comportamento multiescalar e agregações do tráfego sintético 

gerado pela ferramenta serão desenvolvidos e comparados com o que se observa atualmente 

em situações reais, mostrando se o modelo de fato acompanha as características e se ele é uma 

boa forma de se modelar tráfegos de redes.  
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Abstract 
 

A generation according to multifractal distribution is proposed, meaning to improve 

modeling and characterization of real traffics, helping on the realization of network simulation 

and predicting, which directly optimize the resources. This generation is validated through 

multifractal analyze tools, based on local regularity, and, yet, compared with real traffic. 

Studies over multiescalar behavior and traffic aggregation of the synthetic traffic 

generated by the tool will be developed and compared with what is seen on real cases, 

showing if the model actually follows its characteristics and if it is an interesting way to 

model real network data traffic.    
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1. Introdução 
 

A tendência de crescimento das redes de comunicações se mostra cada vez mais 

fortalecida e abrangente, ocorrendo por meio de várias frentes, das quais colocamos especial 

destaque na comunicação por meio da internet. 

 A internet (rede mundial de computadores) alcançou impressionante desenvolvimento 

desde seu surgimento nos EUA até os dias atuais. No Brasil, este processo se iniciou em 

1989, operado pelo Instituto Brasileiro de Análises Sociais e Econômicas (Ibase), no Rio de 

Janeiro. Estima-se que em 2005 a quantidade de usuários brasileiros conectados a internet era 

de 32,1 milhões (PNAD).  

A popularidade da internet não se deve apenas pela possibilidade de fontes de 

conhecimentos infindáveis, mas também pela diminuição dos custos, que, em muito, se 

apoiou na evolução tecnológica em relação a hardware (placas, computadores, equipamentos 

de redes, etc.) e softwares (programas, protocolos, etc.).  

Neste sentido, fatores que até então não representavam problemas passaram a ser focos 

de discussão, como, por exemplo, a ausência de padrões definidos para discriminação de 

pacotes, reserva de recursos, etc. Serviços antes não cogitáveis em redes de pacotes do tipo IP 

(Internet Protocol), como aplicações de tempo real, VOIP (Voice over IP), vídeo 

conferências, dentre outros, demandaram uma atenção à qualidade da comunicação, o que 

levou a necessidade de novos estudos e soluções de engenharia para a modelagem de tráfego.  

Com a engenharia de tráfego é possível que sejam tomadas decisões baseadas em 

premissas de qualidade de serviço exigidas por determinada aplicação. Neste caso, através do 

uso de possibilidades de diferenciação de tráfego, pode-se aumentar a capacidade do 

transporte de serviços distintos no mesmo ambiente com nível de qualidade otimizados por 

tipo.  

Outra característica importante quanto ao dimensionamento é ser capaz de elaborar uma 

infra-estrutura de rede que possa suprir todas as expectativas dos usuários de forma eficiente, 

o que de fato significa, em relação aos recursos disponíveis, não subestimar, causando perda 

de qualidade e serviços deficientes, tão pouco superestimar, maximizando o uso dos recursos 

de uma empresa provedora de serviços.   

Segundo [1], a modelagem de tráfego tem uma importância cada vez maior na gestão e 

dimensionamento de redes de telecomunicação. Os modelos de tráfego são utilizados, por 

exemplo, na estimativa de capacidade de enlaces e tamanho filas de pacotes tendo em conta 

os efeitos de multiplexação estatística e em análise de desempenho de rede.  
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A modelagem do tráfego busca dar alguma informação das características estatísticas do 

processo como, por exemplo, informações referentes à chegada e/ou saída de pacotes em 

determinado enlace, a distribuição de eventos, a distribuição do tamanho de pacotes, etc. 

Todos estes dados podem auxiliar na escolha de equipamentos, na determinação de buffers 

para armazenar a fila de pacotes, na taxa de perda aceitável no enlace, na razão sinal-ruído 

tolerável para a comunicação eficiente e na necessidade de rotas reservas a fim de evitar perda 

excessiva de pacotes, stress de enlaces ou até mesmo o esgotamento físico do mesmo, etc. 

Essas métricas são fundamentais para o projeto de uma rede e erros nestas previsões podem 

acarretar em sérios impactos a qualidade de serviço e prejuízos financeiros.  

Os dados e informações obtidos através de uma modelagem precisa do tráfego podem 

ser usados para realizar simulações que apresentam um comportamento de rede próximo do 

real. Pode-se utilizar a simulação de redes de grande porte antes de sua instalação para 

detectar possíveis erros de projeto que levariam a gastos futuros com manutenção ou até 

mesmo detectar pontos deficientes que prejudicariam a qualidade de serviço requisitada. 

A utilização de ferramentas de simulação tem o objetivo de melhorar o processo de 

decisão e escolha dos recursos que darão suporte à rede, para esta função o ideal é que sejam 

utilizadas características que possam exprimir as características reais que estão sob análise.  

Muitas foram as abordagens aplicadas com o objetivo de se caracterizar tráfegos de rede, 

como os tradicionais métodos poissonianos. No entanto, estudos sugerem que tráfegos reais 

apresentam características que estes modelos não atendem [2] e propõem novas abordagens 

como a auto-similaridade e a dependência de longa duração. O tráfego monofractal 

(caracterizado pelo seu parâmetro de Hurst, que indica o grau de auto-similaridade da 

amostra) do tipo fBm (Fractal Brownian Motion), cuja banda efetiva foi derivada em [3], é 

um modelo popularmente conhecido para simular redes de dados, principalmente 

considerando os trabalhos [4, [5 e [6] que apresentam evidências de características auto-

similares em tráfegos de rede.  

Estudos recentes indicam, no entanto, que o tráfego da internet pode apresentar 

características mais complexas do que as auto-similares, principalmente quando se estuda 

escalas de tempo menores [7]. Segundo [8, [9], o tráfego apresenta comportamento 

multifractal, caracterizado agora pelo expoente de Hölder. Assim, novas técnicas de 

modelagem de tráfego, como o MWM (Multifractal Wavelet Model), proposto em [10, [11], 

ou o modelo MMW (Modelo Multifractal baseado em Wavelet), proposto em [12]. 

Com o objetivo de realizar simulações de rede que de fato caracterizem situações reais, o 

grupo Getri (Grupo de Engenharia de Tráfego), da Universidade de Brasília, vem 
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desenvolvendo o software GTAR (Gerador de Tráfego e Analisador de Rede), apresentado em 

[13, [14]. Ao momento esta ferramenta possui a capacidade de geração e detecção de tráfego 

com características auto-similares e neste trabalho estão sendo desenvolvidos alguns 

conceitos para um gerador e analisador de tráfego multifractal. Com isto espera-se melhorar o 

desempenho da ferramenta de análise, em função da possibilidade de identificação, 

caracterização e parametrização de tráfegos em escalas menores que 1 minuto. Dessa forma 

pode-se prover um ambiente de simulação com características identificadas nos tráfegos reais, 

mostrando a eficiência do método e no ganho obtido por meio de uma simulação de fato 

eficiente que corresponda ao tráfego real. Para maiores informações sobre o GTAR, vide 

Apêndice A. 

O tráfego das grandes redes de pacotes apresenta um comportamento repleto de 

irregularidades, pouco previsível, dotado de muitos pontos de rajadas de tráfego (burstness), 

extremamente agregado e com muitos tipos de serviços e protocolos. Esses fatores podem 

contribuir para que antigas técnicas de modelagem sejam ineficazes em determinados casos e 

por isso novos modelos, novas técnicas de previsão, análise e caracterização devem ser 

utilizadas para melhor adequar os modelos teóricos às situações reais. 

Neste trabalho são considerados os novos e mais atuais modelos de caracterização de 

rede e procura introduzir mecanismos de análise compatíveis com os mesmos. Módulos no 

software GTAR que atendam à proposição anterior serão incluídos e, paralelamente, 

implementações em complementares a título de comparação e validação serão propostas. A 

ferramenta FracLab (desenvolvida pelo grupo INRIA e IRCCyN, sob coordenação de Jacques 

Lévy-Véhel) será utilizada com o mesmo objetivo. 

O trabalho está organizado da seguinte forma:  

Capítulo 2: São abrangidos os aspectos teóricos necessários para esse trabalho como o 

conceito de multiresolução, a teoria de fractais, distribuição e característica auto-similar, 

conceito de regularidade local de um processo e teoria dos multifractais.  

Capítulo 3: Neste capítulo são descritas técnicas para geração de tráfego multifractal e 

métodos para a estimação do Espectro Multifractal. 

Capítulo 4: Realizam-se análises de tráfegos sintéticos e reais em várias situações para 

se estudar a presença ou não de características multifractais, estuda-se o comportamento do 

tráfego agregado e busca-se determinar o efeito da mudança de escala de um processo 

multifractal.  

Fecha-se com uma conclusão abordando os objetivos esperados em comparação com os 

resultados obtidos no capítulo 4 e possíveis evoluções e trabalhos futuros.  
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2. Conceitos Teóricos 
 

Neste capítulo serão abordados os principais conceitos necessários para o entendimento 

desse trabalho. Começa-se com a problemática da modelagem de tráfego de redes e os 

motivos que fazem com que a teoria multifractal seja considerada a base para um modelo 

atrativo. Discutem-se os motivos de se modelar uma rede que significa ser capaz de 

dimensionar, com uma determinada eficiência exigida no projeto, os recursos a serem 

utilizados.  

Em seguida é descrito o conceito de multiresolução, importante para se entender o que 

significa a mudança de escala e o que isso implica para a caracterização de um tráfego de 

rede.  

Segue-se com os conceitos básicos de fractais e de auto-similaridade, a regularidade 

local que caracteriza se um processo é ou não multifractal e por fim, a teoria introdutória para 

a definição de mutifractalidade. 

 

2.1. Contextualização, problemática e trabalho proposto 
 

As redes comutadas por circuitos eram eficientemente modeladas por meio dos clássicos 

modelos poissonianos. No entanto, estes se mostraram ineficientes para serem aplicados às 

redes comutadas por pacotes que possuem características bastante diferentes. Isso fortaleceu a 

necessidade de novos métodos para modelar de forma mais acurada uma rede real. 

Segundo Leland em [2], um tráfego LAN apresenta características que não são 

encontradas nos modelos poissonianos, como: a dependência de longa duração e auto-

similaridade estatística, também conhecida como fractalidade (ver Apêndice A). Novos 

mecanismos de predição de tráfegos foram então desenvolvidos para suprir a deficiência da 

geração clássica de Poisson, como o Movimento Browniano Fracionado (fBm). Isto pode ser 

considerado como uma grande evolução para a modelagem de redes, mas, no entanto, estudos 

mais atuais [8,[9] mostram que o tráfego de redes de pacotes não é exatamente auto-similar, 

não respeitando todos os rigores do modelo baseado no parâmetro de Hurst ( H ).  

De fato, o tráfego nesse tipo de rede pode ser definido como assintoticamente auto-

similar, ou seja, ele apresenta características de um tráfego auto-similar apenas para escalas 

maiores do que uma determinada unidade de medida temporal. Os principais obstáculos para 

a eficiente utilização do modelo auto-similar são a positividade do tráfego (impossibilidade de 

assumir valores negativos), a existência de correlações de curta duração e o comportamento 

inconsistente com o modelo exatamente auto-similar.  
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Novos modelos de geração de tráfego foram então propostos, agora se atentando para 

estes efeitos presentes nas mais altas freqüências: o tráfego multifractal, especificamente, o 

MWM (Multifractal Wavetet Model), proposto por Riedi em [11], e o modelo MMW (Modelo 

Multifractal baseado em Wavetet), desenvolvido por Flávio Vieira em [12] baseado no estudo 

de Dang [15]. 

Estudos como [10, [16] indicam que a modelagem multifractal é mais eficiente para 

caracterizar tráfegos de redes IP reais, principalmente quando levando em consideração 

menores escalas de tempo, no entanto alguns estudos em [2 , [7] tratando de tráfego em 

escalas maiores indicam fortemente que o tráfego real apresenta um comportamento 

assintoticamente auto-similar. Um desafio para a modelagem é identificar em que ponto da 

escala a mudança no padrão de modelagem de tráfego deve ocorrer, ou seja, até que escala se 

deve aplicar um modelo multifractal e a partir desta um modelo auto-similar se torna mais 

eficiente na predição da rede. Alguns estudos já foram realizados a respeito deste interessante 

problema como em [12, [17]. 

 Desta forma é desejável que exista um gerador de tráfego que modele este 

comportamento, possibilitando que dados os parâmetros condizentes com o tráfego real, 

tráfegos sintéticos com mesmas características possam ser modelados.  

Idealmente, para que o dimensionamento prévio de uma rede ocorra, ou mesmo para 

planejamento de redes otimizadas, seria interessante que um modelo que seguisse a estrutura 

apresentada na Fig. 2.1:  

1. Extraem-se os parâmetros de geração de um tráfego real;  

2. Realiza-se uma eficiente caracterização deste tráfego definindo-se qual é o 

comportamento estatístico deste e saber qual o melhor modelo deve ser aplicado;  

3. Por meio da caracterização e dos parâmetros extraídos, define-se uma função de 

geração a ser aplicada para a geração do tráfego sintético, que será utilizado nos 

testes e simulações de rede a fim de elaborar a infra-estrutura de rede eficiente;  

O objetivo final é que seja possível um ambiente simples e computacionalmente coerente 

com as necessidades de dimensionamento. O necessário, e também o mais complicado, é 

realizar os passos nele presentes. Este trabalho tem como objetivo inserir na ferramenta de 

análise GTAR um módulo que permita a análise multifractal da amostra de tráfego, 

identificando se este segue realmente um modelo multifractal, e também implantar um 

gerador multifractal que dados os parâmetros de entrada característicos, possa sintetizar um 

tráfego com confiança.   
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Fig. 2.1 – Descrição do modelo preditivo de dimensionamento de rede proposto 
 

Interpretando a Fig. 2.1 observa-se que, dado um tráfego real que servirá como base para 

o tráfego sintético, parâmetros devem ser extraídos deste e, por meio desta extração, uma 

caracterização do tipo de tráfego que corresponde à amostra deve ser realizada de forma a 

analisar todos os parâmetros e tomar uma decisão de modelo de tráfego a ser aplicada para a 

predição. Assim, uma vez definido qual o modelo a ser adotado, os parâmetros necessários 

para esta geração são encontrados por meio do tráfego modelo, colocados como entrada numa 

função geradora que já fora definida, e a saída desta geração será um tráfego sintetizado que 

corresponde ao modelo ideal e que em muito contribuirá para melhores dimensionamentos de 

rede.  

A existência de todos estes mecanismos é muito útil para o planejamento de redes. Uma 

análise mais criteriosa demonstra, no entanto, que é grande a complexidade contida em cada 

uma dos três blocos da Fig. 2.1. Ferramentas para extração de parâmetros, análise de 

resultados, caracterização, geração de tráfegos e soluções de inferência devem coexistir no 

modelo para que ele funcione.   

O presente trabalho irá focar no desenvolvimento de aspectos desse modelo. Uma 

ferramenta de análise multifractal do tráfego, baseada na variação do expoente de Hölder por 

meio dos coeficientes de Wavelet, (segundo bloco da Fig. 2.1, referente à caracterização) e 

também um gerador para tráfegos sintéticos multifractais, acrescentando-se assim esta 

funcionalidade no bloco terceiro da Fig. 2.1, considerando a modelagem do tráfego.  
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2.2. Multiresolução ou Comportamento Multiescalar  
 

Tráfegos de redes de pacotes reais não podem ser modelados de forma eficiente por 

meio das técnicas tradicionais. Eles são não-negativos, de comportamento não Gaussiano, 

apresentam rajadas, irregularidades e singularidades em diversas escalas, etc. Análises do 

tráfego IP revelam que estes possuem diferentes comportamentos em escala (multiscaling 

behavior) [16].  

Quando nos referimos a este comportamento multiescalar, são várias as abordagens 

possíveis de serem realizadas levando-se em consideração o estudo de tráfego de redes de 

pacotes. Pode-se fazer uma análise no que se refere ao decaimento das leis de potência, na 

duração de uma sessão de usuário, ou o comportamento multiescalar da taxa de pacotes 

enviados por unidade de tempo num link de comunicação.  

Seja qual for o foco do comportamento multiescalar, ferramentas matemáticas 

apropriadas devem ser aplicadas com o objetivo de obter resultados suficientemente 

condizentes. Neste contexto, se insere a análise de Wavelet para sinais de tráfego. 

As Transformadas de Wavelet foram introduzidas pela escola francesa (Morlet, 

Grossman, Meyer, Mallat, et al.), originária de estudos de curta duração associados a pacotes 

de ondas acústicas sísmicas [18]. Elas foram desenvolvidas como uma alternativa a 

Transformada de Fourier de Tempo Curto e se baseiam numa função protótipo tomada como 

Wavelet mãe cujas duas características fundamentais são: oscilação e decaimento rápido no 

tempo. Todas as funções correspondem a versões comprimidas e dilatadas da Wavelet mãe.  

Devido à possibilidade de fazer a análise do sinal de entrada para qualquer nível de 

detalhes desejado, graças ao mecanismo de escalonamento nativo das Wavelets, esta se mostra 

importante no estudo de tráfegos, principalmente quando se leva em consideração as mais 

altas freqüências, onde o nível de detalhes é extremamente específico.  

De forma simplificada, podemos dizer que uma função f pode ser decomposta 

utilizando-se Wavelets da seguinte forma: 

∑=
kj

kjkjdf
,

,, ψ  (2.1)

Onde kj ,ψ representa uma versão apropriadamente comprimida e/ou deslocada da 

Wavelet mãe e fdxxfxd kjkjkj ,,, )()( ψψ == ∫  representa o coeficiente de Wavelet na escala 

j para o ponto k  [19]. 

A chamada Discret Wavelet Transform (DWT) é uma representação unidimensional de 

um sinal real ( )tX  em termos de versões comprimidas e/ou deslocadas de uma Wavelet mãe 



 8

)(tψ  (equivalente a um filtro passa-faixa); e versões comprimidas e/ou dilatadas da função de 

escala )(tφ  (equivalente a um filtro passa-baixa). Desta forma, a função escala irá demonstrar 

a parte “grosseira” do sinal, enquanto a função Wavelet mostrará os detalhes do sinal para 

aquela escala, em determinado ponto.  

De maneira geral, utilizando a função Wavelet mais simples, a chamada Wavelet de 

Haar: 

)2(2)( 2
, ktt j

j

kj −= ψψ  (2.2)

)2(2)( 2
, ktt j

j

kj −= φφ  (2.3)

Para j e k  reais. 

O sinal será: 

∑∑∑
∞

=

+=
0

)()()( ,,,0,0
Jj k

kjkj
k

kJkJ tWtUtX ψφ  (2.4)

Onde kjW , são os Coeficientes de Wavelet definidos por:  

∫= dtttXW kjkj )()( ,, ψ  (2.5)

E kjU ,  são os Coeficiente de Escala definidos por: 

∫= dtttXU kjkj )()( ,, φ  (2.6)

Para mais informações a respeito da análise por Wavelets, ver Apêndice B. 

 

2.3. Fractais e Auto-Similaridade 
 

Mandelbrot escreveu em seu trabalho [20] a respeito dos fractais, como sendo uma 

entidade caracterizada por irregularidades que governam sua forma e complexidade, 

possuindo uma estrutura fina e detalhes em todos os níveis de resolução. Para se compreender 

o conceito de fractal, é necessário compreender o conceito de dimensão.  

Qualquer conjunto matemático pode ser caracterizado por sua dimensão, que representa 

a quantidade de parâmetros necessária para se descrever qualquer ponto deste conjunto. No 

caso dos fractais, também conhecidos como auto-similares, usa-se a dimensão de Hausdorff, 

desenvolvida em 1919, que serve para medir o grau de irregularidade, possuindo geralmente 

valores fracionários. A dimensão de Hausdorff é baseada no tamanho das variações dos 

conjuntos quando medidos em diferentes escalas [12]. 
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O conceito de auto-similaridade se associa diretamente aos fractais, cuja aparência não 

muda apesar da mudança de escala (Fig. 2.2). Jean Beran define em [21] que um processo 

estocástico contínuo no tempo { }tX  é fortemente auto-similar com parâmetro de auto-

similaridade H ( 10 << H ), também denominado parâmetro de Hurst, se para qualquer fator 

de escala positivo a , o processo at
H Xa− , com escala de tempo at , possui uma distribuição 

igual à do processo original tX . Isto significa que para qualquer seqüência de pontos no 

tempo, para qualquer constante positiva a: 

0),()( >= − aatXatX H  (2.7)

Possuindo assim, igualdade no sentido probabilístico.  

A Fig. 2.2 exemplifica o que é o comportamento auto-similar de forma visual: tem-se 

uma amostra em uma escala de tempo grande. Pega-se um trecho função dando-se um “zoom” 

no tráfego, representando um trecho em escala reduzida deste mesmo tráfego. Esse trecho na 

escala mais detalhada apresenta uma estrutura muito semelhante, pode-se dizer idêntica no 

sentido probabilístico, ao da escala global. 

 

Fig. 2.2 – Processo auto-similar e seu comportamento em uma análise multiescalar,  
extraída de [12] 

 
Além da auto-similaridade, um processo dito monofractal possui a característica da 

dependência de longa duração [22], que é definida em termos de sua função de 

autocorrelação, ou densidade espectral de potência. Um processo possui longa duração 

quando sua função de autocorrelação )(τXr  decai tão devagar que sua soma diverge, ou seja, 

para qualquer 0>A : 

∫
∞

+∞=
A

X dr ττ )(  (2.8)
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 Alguns pontos interessantes sobre essa característica podem ser destacados. Processos 

auto-similares com parâmetro de Hurst entre o intervalo ( 15.0 << H ) apresentam a 

características de dependência de longa duração [12]. Outro ponto é que esse comportamento 

interfere na inferência estatística, fazendo com que a estimação de parâmetros como média, 

desvio padrão e intervalo de confiança seja dificultada.  

 

2.4. Regularidade Local de um processo 
 

  Um tráfego de redes de pacotes que possua características de múltiplo comportamento 

escalar necessita de parâmetros que exprimam e quantifiquem esta característica. No caso dos 

monofractais, o parâmetro de Hurst é uma propriedade global que quantifica as alterações do 

processo com mudanças de escala, e serve com eficiência para refletir estas características. 

Para tráfegos multifractais, no entanto, o parâmetro de Hurst se torna pouco eficiente nesta 

caracterização, sendo necessária outra métrica para se efetuar a análise da regularidade escalar 

de uma amostra. 

São várias as maneiras de se inferir o comportamento escalar de um tráfego. Uma forma 

bastante utilizada é por meio das singularidades locais da função em questão. Um ponto 

singular é definido como um ponto em uma equação, curva, superfície, etc, que possua 

transições ou torna-se degenerada [12]. É bastante comum que os pontos singulares 

contenham informações essenciais do sinal em tráfegos de redes de pacotes. 

De forma a identificar as singularidades de um sinal, é necessário mensurar a 

regularidade local do mesmo, que irá refletir nos momentos de rajadas que ocorrem em todas 

as escalas de tráfego. Para tanto, pode-se utilizar os expoentes pontuais e os expoentes locais 

de Hölder, os expoentes de chirps e de cusps como, por exemplo, em [23]. O presente 

trabalho irá se apoiar nos expoentes pontuais de Hölder para verificar o grau de singularidade 

de tráfegos de redes. 

Segundo [23, [24], o expoente pontual de Hölder é capaz de descrever o grau de uma 

singularidade. Dada uma função f do tipo RR → , 0x um número real, α  um número 

estritamente real positivo. Pode-se dizer que f pertence a )( 0xCα se existir um polinômio Pm  

de grau α<n  tal que: 

α
00 )()( xxCxxPmxf −≤−−  (2.9) 
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O expoente pontual de Hölder pα  será definido como: 

{ })(|0sup)( 00 xCfxp
ααα ∈>=  (2.10)

Podendo Pm  ser encontrado mesmo que o desenvolvimento em série de Taylor de f ao 

redor de 0x não exista. 

De acordo com [24], o expoente pontual de Hölder consegue quantificar o grau de 

variação instantânea de um sinal de tráfego de redes, indicando o grau de rajadas de dados 

presentes neste sinal. Um valor de expoente maior que 1 corresponde a pequenas variações, 

enquanto valores de expoente pontual de Hölder menores que 1 implicam em altas rajadas. 

 

2.5. A Teoria dos Multifractais 
 
 

A análise multifractal procura descrever o comportamento das singularidades de uma 

amostra ou de uma função de forma geométrica e estatística. Considerando que as 

propriedades escalares de um tráfego de rede de pacotes são governadas por uma dinâmica 

caótica e por processos aleatórios, é até intuitivo a existência de vários comportamentos para 

escalas diferentes e para instantes do tempo distintos.  

 Como o parâmetro de auto-similaridade é relativamente 

oscilante em processos de tráfegos reais, estes podem ser considerados multifractais [12]. A  

Fig. 2.3 tirada de [12] apresenta uma ilustração de um tráfego de redes de pacotes real de 

ethernet (redes locais), que segue distribuição monofractal, e um tráfego da internet, que 

apresenta um comportamento bem mais irregular e repleto de rajadas aleatórias em todas as 

escalas, seguindo uma distribuição multifractal.  

 

Fig. 2.3 – (a) Tráfego monofractal retirado de uma rede local; (b) Tráfego multifractal 
retirado da internet, extraída de [12] 
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Os processos auto-similares são do tipo monofractais, e podem ser caracterizados por 

um expoente de Hölder fixo, que equivale ao parâmetro de Hurst [12]. No caso de processos 

multifractais, o expoente de Hölder é por si só uma função aleatória.  

Segundo [12], um processo aleatório é dito multifractal se satisfaz a equação: 

1)()())(( += qq tqctXE τ
 (2.11)

Onde Tt ∈  e Qq∈ , T  e Q  são intervalos da reta real, )(qτ  e )(qc são funções com 

domínio Q . Assume-se que T  e Q  têm comprimentos positivos, e que T∈0 , [ ] Q⊆1,0 . 

A função )(qτ é chamada função de escala, enquanto c(q) é o fator de momento de um 

processo. Se )(qτ  é linear em q, o processo é dito monofractal, caso contrário, multifractal.  

Para se fazer uma análise multifractal de um tráfego é necessário estudar o 

comportamento e variação dos expoentes de Hölder. Estes, devido ao seu comportamento 

extremamente irregular, se mostram de difícil caracterização temporal, sendo assim mais 

usual o estudo da distribuição geométrica ou estatística do mesmo, denominada espectro 

multifractal.  

O espectro multifractal é uma forma de se visualizar a distribuição dos expoentes de 

Hölder para determinada amostra de tráfego. De acordo com [12], seja )(αkN o número de 

expoentes de Hölder iguais a α  existentes no processo ( )tZ  dividido em kb partes iguais, 

então o espectro multifractal )(αf será: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧≡ k

k

b
N

f
ln

)(ln
lim)(

α
α  (2.12)

Caso o limite exista e seja definido para mais de um ponto, será um processo 

multifractal.  

Existem três formas de se encontrar o espectro multifractal, são elas o Espectro de 

Hausdorff, o Espectro dos Grandes Desvios e o Espectro de Legendre. O Espectro de 

Hausdorff, considerado o mais acurado dos três; representa uma informação geométrica 

pertinente à dimensão fractal dos conjuntos de pontos em um sinal dado um expoente de 

Hölder em comum. Este espectro é de complexa implementação [25], não sendo o mais 

adequado para a proposta desse trabalho.  

O Espectro dos Grandes Desvios corresponde a uma versão alterada da densidade dos 

expoentes de Hölder da função, sendo pois muito semelhante ao Espectro de Legendre, que de 

fato é a ferramenta de análise multifractal utilizada nesta obra.  
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O Espectro de Legendre representa uma aproximação côncava do Espectro dos Grandes 

Desvios, sendo menos acurado, ocasionando em algumas perdas de detalhes perceptíveis; 

porém de estimação mais simples e robusta, não deixando, contudo, de ser realista. O 

Espectro Multifractal de Legendre apresenta um aspecto côncavo, para baixo, com valores nas 

ordenadas variantes de 0 até 1, onde o eixo das abscissas representa os expoentes de Hölder 

(α ), e o eixo das ordenadas representa, de certa forma, a probabilidade de determinado valor 

de expoente de Hölder ocorrer; onde um valor 1 para f(α ) (eixo das ordenadas no espectro) 

indica que aquele valor apresenta grande chance de ocorrer ao longo do tráfego, já que 

representa o pico do valor de f(α ), e valores pequenos de f(α ) representam pontos de 

pequena chance de ocorrência do expoente de Hölder .  

A Fig. 2.4 ilustra um tráfego real e seus expoentes de Hölder pontuais, e a  

Fig. 2.5 é uma ilustração de um Espectro Multifractal de Legendre para o caso deste 

tráfego, retirada de [12]: 

 

 

Fig. 2.4 – Tráfego de rede real e o seu respectivo gráfico do Expoente de Hölder,  
extraída de [12] 

 

Fig. 2.5 – Espectro de Legendre, extraída de [12] 
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Seja )(qτ  é a função partição de um sinal ( )tZ , o Espectro Multifractal por Legendre é 

definido como [12]: 

)()( * ατα =Lf  (2.13)

Onde )(* ατ  é a transformada de Legendre da função de partição, dada por 

))((inf)(* qqq ταατ −= . 

 

2.6. Considerações Finais do Capítulo 
 

Nesse capítulo foram abordados assuntos necessários para fundamentar a escolha das 

ferramentas utilizadas para a caracterização de um processo, um tráfego para ser mais 

específico, no domínio do tempo. 

Primeiramente é feito uma contextualização sobre o tema e uma descrição do problema 

que se deseja explorar. Esse trabalho busca ferramentas para uma melhor análise do tráfego de 

redes. Essa analise será útil para trabalhos posteriores sobre o desenvolvimento de uma 

metodologia de dimensionamento de uma rede IP e futuramente para outros tipos de redes. 

Os conceitos abordados foram: 

• Multiresolução e o estudo do comportamento de um sinal à medida que a escala de 

análise é variada; 

• Auto-similaridade, ou monofractalidade, que consiste na característica de um 

processo cujos parâmetros estocásticos permanecem semelhantes numa análise 

multiescalar;  

• Regularidade local que permite o estudo das singularidades e da importância relativa 

a cada ponto de um tráfego; 

• Comportamento multrifractal cujas características são um alto nível de irregularidade 

local parametrizado pelo expoente de Hölder. Para um melhor estudo dessa 

irregularidade pode ser utilizado o Espectro Multifractal que analisa a distribuição do 

expoente de Hölder de um processo. 

A partir do próximo capítulo, toda esta conceituação teórica será colocada em prática 

com o objetivo de desenvolver um gerador de tráfego sintético com distribuição multifractal 

na ferramenta GTAR e também mecanismos de análise multifractal que possa colaborar no 

estudo da caracterização do tráfego amostrado. 
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3. Ferramentas para estudo da multifractalidade de um tráfego  
 
 

Este capítulo será dedicado ao estudo de ferramentas de modelagem de tráfegos 

multifractais e nas técnicas de detecção do espectro multifractal de Legendre. 

Abaixo a Fig. 3.1 obtida de [11], mostrando uma comparação entre amostras de 

tráfegos em diferentes escalas para um caso real, um sintético multifractal e um auto-similar. 

O comportamento do caso real pode ser bem exemplificado utilizando uma modelagem 

multifractal nas escalas menores, ou seja, nas mais altas freqüências, e uma modelagem auto-

similar vai se adequando ao real à medida que os intervalos de amostragem aumentam, 

demonstrando a natureza assintoticamente auto-similar que o tráfego WAN assume para as 

menores freqüências, como mencionado em [26].    

 

 
Fig. 3.1 – (a) Tráfego real; (b) Tráfego multifractal sintético; (c) Tráfego auto-similiar 

sintético, extraída de [11] 
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3.1. Geração Multifractal 
 

Três técnicas principais de geração serão apresentadas: as cascatas multiplicativas, o 

gerador Multifractal Wavelet Model (MWM), proposto por Riedi em 1999 [10], e o Modelo 

Multifractal Baseado em Wavelets (MMW), proposto por Flávio Vieira em 2006 [12], 

baseado nos trabalhos de Dang, Molnár e Maricza de 2002 [15].  

3.1.1. Cascatas Multiplicativas 
 

No trabalho [16], os autores afirmam que tráfegos de redes de pacotes reais são melhor 

caracterizados como processos de cascatas multiplicativas do que como auto-similares. Por se 

tratar de um mecanismo em cascata com incrementos positivos, o problema da média do 

processo com valor zero, característico do modelo puramente auto-similar FBm, é 

solucionado.  

Alem disso, os autores inferem, intuitivamente, que um processo multiplicativo é mais 

adequado para modelagem de tráfegos reais do que modelos aditivos, pois se trata de uma 

forma matemática de considerar os eventos que acontecem nos servidores pelos quais os 

pacotes passam ao longo da rede, com capacidades de processamento e mecanismo de filas 

distintos, sendo bem modelados como multiplicadores aleatórios.  

O mecanismo da cascata multiplicativa foi proposto por Kolmogorov em 1962, e sua 

construção se baseia na idéia de criar detalhes nas escalas mais finas através de escalas mais 

largas, por meio de multiplicadores. 

 O método mais simples, a cascata binomial, pode ser explicado da seguinte forma [12]: 

dado um intervalo fechado [ ]1,0 , escolhe-se dois números positivos 0M  e 1M  que serão os 

multiplicadores da cascata e cuja a soma é igual a 1 ( 110 =+ MM ). 

No estágio 0=k , obtêm-se 0μ , que será o valor inicial do processo. Já em 1=k , 

ocorre uma distribuição da massa, onde o subintervalo [ ]5.0,0  com peso 0M  e o intervalo 

[ ]1,5.0  com peso 1M , sendo estas as medidas para 1μ . No passo seguinte: 

 

002 ]25.0,0[ MM=μ ;     102 ]5.0,25.0[ MM=μ ;       

012 ]75.0,5.0[ MM=μ ;    112 ]1,75.0[ MM=μ ; 
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Conforme mostra a Fig. 3.2: 

 

 

Fig. 3.2 – Processo realizado na Cascata Multiplicativa (extraída de [12]) 
 

A seqüência de medidas irá então convergir para o processo multifractal μ . 

Considerando o intervalo diádico [ ktt −+ 2, ], t  sendo escrito de forma binária como:  

ik
i int −
=∑= 2
1

 (3.1)

Onde { }1,0∈in .  

Sejam 0ϕ e 1ϕ  as freqüências de 0s e 1s na cascata, a medida μ  na cascata será: 

1
1

0
0][]2,[ ϕϕμμ kk

k
k MMtt =Δ=+ −

 (3.2)

Seja kI  o intervalo diádico ]2)1(,2[ kk ii −− + , o expoente de Hölder será obtido como: 

[ ]
2log

log
)2(log
)(log)(

1
1

0
0

k
MMII

kk

k
k

k −
== −

ϕϕ

μ
μα  (3.3)

Para que este processo de geração multifractal se torne de fato um eficiente modelador 

para tráfegos de redes como à internet, deixando de ser determinístico e melhorando a 

eficiência, são necessárias algumas alterações no mecanismo de interações. É necessário que 

o número de subdivisões entre elementos do estágio anterior ocorra de forma aleatória, bem 

como o valor a ser atribuído aos multiplicadores por estágio assuma uma distribuição aleatória 

simétrica com média 5.0 .  

3.1.2. Multifractal Wavelet Model (MWM) 
 
O modelo MWM foi proposto por Riedi em 1999 [10]. É um caso especial de cascata 

multiplicativa, e representa uma forma de se modelar sinais positivos, estacionários e com 

dependência de longa duração [10]. Seu algoritmo em cascata assegura a existência de níveis 
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de detalhes para todas as escalas, garantindo a eficiência ao se tratar do comportamento do 

tráfego para as mais altas freqüências.  

A Fig. 3.1 obtida de [11] demonstra um tráfego multifractal sintético que foi obtido por 

esta modelagem, exemplificando visualmente a fidelidade deste com o tráfego real. 

O MWM consegue capturar e sintetizar simultaneamente eventos raros ao longo do 

processo e também imprimir um comportamento global característico das redes de pacotes 

existentes. Os eventos aleatórios são usualmente raros, no entanto, há situações em que 

apresentam variações consideráveis, e estes pontos de grandes variações apresentam maior 

probabilidade de conter informações do tráfego muito relevantes, ou seja, são locais onde a 

entropia é usualmente maior [12]. 

 A geração multifractal se diferencia da auto-similar também neste aspecto; os modelos 

auto-similares exibem um comportamento constante da regularidade local, não havendo, pois, 

estes mecanismos de realização de eventos raros. Muitos sinais possuem significante 

dependência de longa duração, mas apresentam correlações de curto prazo e comportamento 

escalar inconsistente com modelos auto-similares. Os modelos multifractais se sobressaem 

neste sentido, colocando estas características nos modelos de tráfegos [11]. 

O MWM se utiliza de Wavelets para imprimir características escalares na geração, 

modelando um processo altamente correlacionado no tempo como um processo 

descorrelacionado no domínio das Wavelets. A distribuição do processo obtido por este meio 

apresenta uma cauda mais pesada que a distribuição normal, o que foi observado em alguns 

tipos de tráfegos, principalmente nas menores escalas [14]. 

O procedimento de geração utiliza a Wavelet de Haar, que é ilustrada na Fig. 3.3: 

 

 

Fig. 3.3 – (a) Função escala ( )tkj,φ ; (b) Wavelet de Haar ( )tkj,Ψ , extraída de [12] 
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)2(2)( 2
, ktt j

j

kj −= ψψ  (3.4)

)2(2)( 2
, ktt j

j

kj −= φφ  (3.5)

para j , k  reais. 

O sinal será: 

∑∑∑
∞

=

+=
0

)()()( ,,,0,0
Jj k

kjkj
k

kJkJ tWtUtX ψφ  (3.6)

Onde kjW , são os Coeficientes de Wavelet definidos por:  

∫= dtttXW kjkj )()( ,, ψ  (3.7)

E kjU ,  são os Coeficiente de Escala definidos por: 

∫= dtttXU kjkj )()( ,, φ  (3.8)

Para o caso específico da Wavelet de Haar, em [11] Riedi afirma que: 

)(2 12,12,1
2
1

, +++

−
+= kjkjkj UUU  (3.9)

)(2 12,12,1
2
1

, +++

−
−= kjkjkj UUW  (3.10)

Que leva a: 

)(2 ,,
2
1

2,1 kjkjkj WUU +=
−

+  (3.11)

kjkjkj WUU ,,
2
1

12,1 (2 −=
−

++  (3.12)

Sendo, pois, necessário que kjkj UW ,, ≤ para garantir a positividade do tráfego gerado. 

Desta forma, utiliza-se um multiplicador aleatório kjA ,  com domínio entre [ ]1,1−  para se 

encontrar os coeficientes de Wavelet no processo de síntese: 

kjkjkj UAW ,,, =  (3.13)

O multiplicador kjA ,  deve ser uma variável aleatória independente, identicamente 

distribuída e simétrica em relação à zero. Utiliza-se uma distribuição Beta )( , pp jβ para sua 

determinação, e são usados para controlar a energia dos coeficientes de Wavelet: 

1
12

)(
)(

1
2
,

2
,1

+

+
=

−

−

j

j

kj

kj

p
p

WE
WE

 (3.14)
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E 

)()()12( 2
0,0

2
0,00 UEWEp =+  (3.15)

Pode-se observar que jp é usado para capturar o decaimento da energia dos coeficientes 

de Wavelet em escala.  

O coeficiente em escala 0,0U  é modelado como uma variável normal com média e 

variância iguais aos coeficientes de escala dos traços reais. 

A Fig. 3.4 exemplifica graficamente o processo de geração dos coeficientes escalares e 

de Wavelet, e a Fig. 3.5 ilustra o comportamento da distribuição Beta utilizada na 

determinação dos multiplicadores kjA , . Algumas considerações relevantes sobre a 

distribuição Beta são feitas no Apêndice C. 

 

Fig. 3.4 – Processo de geração dos coeficientes escalares, extraída de [11] 

 

Fig. 3.5 – Distribuição Beta, extraída de [11] 
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3.1.3. Modelo Multifractal Baseado em Wavelets (MMW) 
 
 

Este modelo foi proposto por Flávio Vieira em [12], baseado no trabalho de Dang 

datado de 2002 [15] e representa uma implementação bastante semelhante ao MWM no que 

se refere a eficiência de modelação, no entanto, mostra-se mais apto para aplicações em 

tempo real, pois sua geração é  menos trabalhosa e necessita de menos parâmetros de geração. 

Este será o modelo implementado neste trabalho. 

Trata-se também de um processo em cascata. Lembrando-se das definições explicadas 

no item 3.1.1, considerando-se no estágio k da cascata, um intervalo diádico de comprimento 

k
kt

−=Δ 2 , com ∑
=

−=
k

i

i
int

1

2 , a medida μ neste intervalo será [15]: 

),...()...,()()( 1211 kk RRRt ηηηηημ =Δ  (3.16)

Onde ),...( 1 iR ηη  indica o multiplicador no ponto i e 1),...(0 1 << iR ηη .  

Como os multiplicadores são independentes e identicamente distribuídos, a medida 

μ satisfaz a relação escalar: 

)(log 2))(())((
qRE

k
kqq

k tREtE −Δ==Δμ  (3.17)

Comparando-se esta definição com a equação (2.11) para processos multifractais, pode-

se afirmar que a função de escala para a cascata multiplicativa é: 

)(log1)( 20
qREq −==+ ττ  (3.18)

A idéia principal do modelo proposto é encontrar uma distribuição de probabilidade para 

os multiplicadores R  da cascata para que a função de escala seja )(log20
qRE−=τ . No 

entanto, este modelo iria apenas capturar as propriedades multifractais dadas pela função de 

escala, não considerando, pois, as propriedades implicadas com o fator de momento c(q) 

(2.11). Segundo Molnàr em [27], um modelo multifractal deve capturar tanto a função escala 

quanto o fator de momento.  

Com este propósito, a solução para um modelo multifractal foi a seguinte: gera-se uma 

cascata multiplicativa com N2 amostras seguindo a proposta do tráfego equivalente a 

)( NtΔμ e governada pela distribuição de multiplicadores de cascata definida em (3.18). Então 

a série de dados é multiplicada por um vetor unidimensional Y  de variáveis aleatórias 

independentes e identicamente distribuídas, também com N2 amostras. A variável Y  é 

escolhida independentemente da medida )( NtΔμ , logo: 
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)(0)())(()())(( q
N

qq
N

qq
N tYEtEYEtXE τμ Δ=Δ=Δ  (3.19)

Assim, o objetivo do modelo é adequadamente preencher os requisitos: 

⎪⎩
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qcYE

RE
q

q
q τ

 (3.20)

Garantindo assim a multifractalidade do tráfego gerado. O modelo pode ser interpretado 

como o produto de uma taxa de pico de um fluxo Y  com a medida da rajada, ou burstiness, 

)( NtΔμ , na escala )( NtΔ .  

Algumas alterações foram propostas em [15] para uso prático, levando (3.19) para: 

)(log
0

)](log[ 222)())((
qq REREqNqq

N tYEtE −+ Δ=Δμ  (3.21)

Sendo 0tΔ uma unidade de intervalo de tempo do tráfego. 

 Comparando-se (3.21) com a equação (2.11): 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=
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2log))((log()(log)(log

)())((log

2

02

NREqqcYE

qRE
qq

q τ
 (3.22)

Análises de várias medidas de tráfegos multifractais, de acordo com [15], mostram que a 

escolha de R como uma variável aleatória com distribuição beta simétrica [0,1] ),( ααβ é 

suficiente para uma boa estimação da função escala definida agora por: 

)2()(
)2()(log)( 20 αα

αατ
Γ+Γ
+ΓΓ

=
q

qq  (3.23)

Sendo (.)Γ  a função Gamma. 

Em [15] também se indica que a variável Y deve ser analisada como uma variável 

aleatória de distribuição lognormal, possuindo dois parâmetros ( ρ  e γ ) e momento: 

2/22

)( qqq eYE γρ +=  (3.24)

Substituindo-se este valor em (3.22) e realizando algumas manipulações matemáticas, o 

sistema converge para: 

2log))(log()(log
2 2

22

NREqqcqq q+−=+
γρ  (3.25)

Substituindo-se em (3.25) o fator )(log2
qRE por )(0 qτ , e este pela igualdade (3.23), 

temos o novo sistema: 
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Desta forma, percebe-se que o modelo multifractal proposto é caracterizado por três 

parâmetros α , ρ  e γ . No Apêndice D discute-se sobre a estimação dos parâmetros desses 

parâmetros para um tráfego real. 

Em [15, [12], apresentam-se os seguintes resultados com relação a média e variância do 

modelo MMW: 

2/
0

2

))(( γρ+=Δ etXE  (3.27)

)2()
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1())(var( 22222
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22 NkkN eetX −+−+ −
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=Δ γργρ

α
α

 (3.28)

Além disto, supondo que a Wavelet de Haar seja utilizada, o momento de segunda 

ordem dos coeficientes de Wavelet podem ser determinados por meio de: 

jj ZewE 2)
5.0

1()( 2442 2

−
+
+

= +
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αγρ

 (3.29)
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E a média e a variância dos coeficientes de escala por: 

{ } )(2 2/2/
,

2γρ+= eUE n
kn  (3.31)
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Assim o modelo MMW utiliza (3.28), (3.25) e (3.26) para encontrar os jp responsáveis 

por capturar o decaimento da energia dos coeficientes Wavelet, por meio da igualdade (3.14) 

e (3.15), conforme o modelo MWM.  

A partir daqui, o procedimento para determinação do tráfego equivale ao MWM. A 

vantagem do MMW sobre o MWM é que no segundo é necessário se aplicar a DWT em toda 

a série do tráfego, enquanto no MMW é necessário apenas o conhecimento dos três 

parâmetros de entrada ρα , e γ  para se sintetizar o tráfego com características multifractais.  
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3.2. Estimativa do Espectro de Legendre 
 

O espectro multifractal é uma ferramenta para análise gráfica de singularidades 

presentes em um tráfico [28]. Considera-se que a função Hölder represente as singularidades 

locais de um processo e o espectro, que consiste na distribuição dos diversos valores da 

função Hölder no espaço de tempo analisado, representa a análise global de singularidades de 

um sinal. 

O gráfico da função do espectro multifractal ( )αf  normalmente possui um perfil 

côncavo, onde a abscissa representa os expoentes de Hölder encontrados no sinal analisado e 

a ordenada representa a quantidade de pontos que possuem determinado valor de 

singularidade [12] ou que, numa análise probabilística, possuem maior chance de apresentar 

determinado valor de singularidade. 

Podem-se utilizar três tipos de espectros para realizar a análise global do sinal como 

mencionado no capítulo 2. O Espectro de Hausdorff consiste na distribuição geométrica dos 

coeficientes de Hölder encontrados no sinal, por isso ele é considerado o melhor espectro para 

capturar as características fractais de um tráfego, mas em contrapartida, é o mais complexo de 

se obter considerando uma análise computacional [25]. O Espectro dos Grandes Desvios e o 

Espectro de Legendre são estimados através da distribuição probabilística da singularidade de 

Hölder, em outras palavras, estimamos o valor mais provável para a singularidade do sinal em 

cada ponto [29]. 

O Espectro de Legendre consiste em uma aproximação do Espectro dos Grandes 

Desvios [12] que, apesar da possibilidade de omissão de algumas informações presentes no 

Espectro dos Grandes Desvios para alguns sinais [16], apresenta robustez em seus resultados 

e simplicidade computacional para sua estimação. Por essas características, optou-se pela sua 

utilização. 

Existem várias maneiras de obter o Espectro de Legendre e dentre elas temos técnicas 

que utilizam à teoria de Wavelets através da transformada contínua (CWT) ou da 

transformada discreta (DWT). 

3.2.1. WTMM - Wavelet Transform Modulus Maxima 
 

 A técnica WTMM (Wavelet Transform Modulus Maxima) utiliza a teoria de Wavelets 

para estimar o espectro multifractal. Ela se baseia no desenvolvimento do trabalho de 

Arneodo no início dos anos 90 [30, [31]  e pode-se dizer que atingiu o patamar de padrão para 

análise multifractal [32].  
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Pode-se obter o espectro de singularidades através do máximo local da transformada de 

Wavelet. Primeiramente, define-se um procedimento de análise multifractal baseado em 

Wavelets. 

A análise através de Wavelet e multi-resolução apresenta três vantagens na detecção, 

identificação e mensuração do comportamento em escala [17] que o torna apropriado para o 

estudo de sinais multifractais: 

1. Característica de ser invariante em relação à escala, diferentemente de outros 

métodos de análise; 

2. Vantagem computacional substancial que permite a análise de dados de 

tamanho arbitrário; 

3. Valiosa robustez inerente a esse método, particularmente com respeito à 

eliminação de sobreposição de smoth trends [5]; 

Calcula-se o vetor de coeficientes de Wavelet { }nd  de um sinal X através da 

decomposição pela transformada de Wavelet até o n-ésimo nível. Em seguida, normaliza-se o 

vetor utilizando a equação (3.33) obtendo { }nd . 

qn
n

qn dd ,
2, 2−

=  (3.33)

A definição de função de partição baseada em Wavelet, ou energia livre, ( )qSn  pode ser 

obtida pela soma dos q-ésimo momentos do valor absoluto de { }nd  [33, [34] . 
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Em seguida, define-se como função de estrutura ( )qτ  [33] a seguinte relação a fim de 

inferir sobre o comportamento em escala da função de partição: 
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(3.35)

Concluindo, podemos estimar a função Hölder e o espectro de singularidades através da 

transformada de Legendre: 

( ) ( )
q
qq

∂
∂

=
τα  (3.36)

( ) ( )( )qqf ταα
α

−= min  (3.37)

Mallat provou que todas as singularidades de sinais irregulares (multifractais) podem 

ser detectadas usando WTMM na função de partição. Usando WTMM na estimação da 
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função de partição evita-se desvios ocasionados pelas oscilações dos coeficientes de Wavelet 

para 0<q . Dessa forma, a análise através de Wavelets se torna mais eficiente e eficaz. 

Defina { }nU  como o vetor posição que marca o máximo local do vetor de coeficientes 

de Wavelet { }nd . Quando knd ,  corresponde ao máximo local, 1, =knU , caso contrário, 

0, =knU . Assim, reescreve-se a relação da função de partição:  

( )
q

k
knknn

n

UdqS ∑
−

=

Δ
=

12

0
,, *'

 
(3.38)

E a função de estrutura: 

( ) ( )
2log

'log
lim'

n
qS

q n
n −∞→

Δ
=τ

 
(3.39)

Baseado nessa teoria, pode-se obter o Espectro de Legendre através de 3 passos: 

1. Estimar os coeficientes de Wavelet e o relativo vetor de módulos máximos; 

2. Calcular a função de partição por (3.38) e ( )qτ  através de uma regressão linear 

como método dos mínimos quadrados; 

3. Estimar o expoente de Hölder e o Espectro de Multifractal aplicando da 

transformada de Legendre.  

O gráfico de ( ) αα ~f  descreve as singularidades globais de um sinal. 

 

3.3. Considerações Finais do Capítulo 
 

Nesse capítulo foram abordados técnicas para obtenção de duas ferramentas 

importantes para análise de um tráfego com características multifractais. Apresentaram-se três 

métodos de geração de tráfego sintético com características multifractais: as Cascatas 

Multiplicativas, o Multifractal Wavelet Model (MWM) e o Modelo Multifractal baseado em 

Wavelets (MMW). 

Para a obtenção do espectro multifractal, sendo mais específico o Espectro de 

Legendre, apresentou-se técnica Wavelet Transform Modulus Máxima (WTMM). 

No próximo capítulo essas ferramentas serão utilizadas no estudo de tráfego para vários 

cenários. Será mostrada a influência da escolha da escala para análise de um processo, 

características causadas pela utilização de certos protocolos no sinal e o efeito da agregação 

de tráfego.  
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4. Analises e Estudo de Tráfegos Multifractais 
 

Este capítulo será dedicado à explicação dos algoritmos, ferramentas e módulos de 

análise multifractal integrados na ferramenta GTAR. O trabalho se foca na inserção de um 

gerador de tráfego multifractal baseado no modelo MMW (vide item 3.1.3) e na detecção do 

espectro multifractal de Legendre. 

A análise multifractal foi realizada integrando-se ao software GTAR, de implementação 

completamente em Java, com alguns recursos do software Fraclab, desenvolvido pela equipe 

INRIA e IRCCyN, sob coordenação de Jacques Lévy-Véhel, que se trata de um analisador 

livre, aberto para ser integrado à outras ferramentas de análise de tráfego, que foi utilizado 

neste estudo.  

Este capítulo será dividido em duas partes principais: inicialmente é apresentada uma 

forma de integração entre o GTAR com os recursos de interesse do Fraclab e em seguida 

trata-se da análise dos resultados obtidos com relação ao gerador multifractal. 

Para maiores informações sobre o GTAR, ver Apêndice A. 

 

4.1. Estimativa do Espectro de Legendre 
 

Inicialmente, para que o tráfico multifractal gerado pelos métodos implementados 

pudesse ser validado, utilizou-se o bloco de ferramentas (toolbox)  disponível no Fraclab. A 

partir deste as funcionalidades foram integradas usando o run time Matlab [35], usadas na 

geração de Espectro de Legendre pelo Fraclab ao GTAR, que utiliza a plataforma Java. 

Na seqüência, foram implementas as funções desejadas em um arquivo M-File. Através 

desse arquivo o MBJ é capaz de gerar bibliotecas Java (arquivos .jar) com as funções de 

análise multifractal. Em seguida, bastou desenvolver no GTAR a lógica para utilizar as 

funcionalidades do Fraclab. 

As funcionalidades adicionadas à ferramenta foram à geração do gráfico da Função 

Hölder de uma série temporal de tráficos, geração e exibição do gráfico do Espectro de 

Legendre pelo método Box-Couting, CWT (Continuous Wavelet Transform) e DWT (Discrete 

Wavelet Transform). 

Sobre a implementação deve-se ressaltar que as funções utilizadas necessariamente 

devem ter como parâmetro de entrada um vetor cujo tamanho seja uma potência de dois. Essa 

condição é imposta pelo algoritmo utilizado pelo FracLab. Para evitar erros devido a essa 

condição, o GTAR verifica o tráfico antes de analisado. Caso o número de amostras totais não 
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seja uma potência de dois, o GTAR trunca o arquivo de tráfico de forma a usar as primeiras 

amostras até a potência de dois menor e mais próxima do número de total contido no arquivo. 

 
4.2. Módulo de Geração Multifractal MMW 

 
O gerador multifractal desenvolvido neste trabalho foi baseado no pseudo-código 

exposto por Flávio Vieira em [12] para sintetização do tráfego multifractal. Como entradas 

para o algoritmo, as variáveis ρα ,  e γ  devem ser informadas para o funcionamento deste, 

bem como o fator N, que irá definir o tamanho da amostra de tráfego sintético a ser gerada 

pela ferramenta, equivalente a N2 . O procedimento de geração é descrito a seguir: 

 

1. Dados os parâmetros de entrada N,,, γρα ; 

2. Inicia-se com a escala 1=j , correspondendo à fração de agregação igual a j2 ; 

3. Calcula-se a variância do processo por meio da equação (3.28), substituindo-se 

k por j; 

4. Calcula-se a média e variância do coeficiente de escala para a escala mais 

grosseira 0=j , por meio das equações (3.31) (média) e (3.32) (variância); 

5. Calcula-se a variável jZ  por (3.30); 

6. Dado que se possui jZ , utiliza-se este como entrada para determinação da 

variância dos coeficientes de Wavelet, de acordo com (3.29), obtendo-se 
2)( jwE ; 

7. Encontra-se agora o fator 0,0U , por meio de uma distribuição normal, com 

média e variância de entrada de acordo com o valor encontrados no item 4 do 

presente algoritmo. Esta forma de determinação está de acordo com o proposto 

em [11] por Riedi; 

8. Encontra-se agora o 0p , por meio de (3.15); 

9. Determina-se a variável 0,0A , por meio de uma distribuição Beta com domínio 

entre [ ]1,1− , dada por ),( 000,0 ppA β= ; 

10. Tendo 0,0U  e 0,0A , aplica-se (3.13) para definir 0,0W ; 

11. Incrementa-se j  de uma unidade, e determina-se os valores da variância do 

processo agregado no estágio atual, jZ atual, 2)( jwE atual, jp atual (utiliza-se 
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(3.14) para este fim) e o multiplicador kjA ,  para j  atual e para k  variando de 0 

a 12 −j ; 

12. Repete-se o passo anterior até 1−= Nj ; 

13. A partir de agora, a árvore dos coeficientes escalares e coeficientes de Wavelet é 

desenvolvida até o nível 1−= Nj , de acordo com a Fig. 3.4, utilizando as 

equações (3.9) e (3.10). Realizado este procedimento, encontra-se todos os 

expoentes escalares e de Wavelet para 1−= Nj , com k  variando de 0  até 

12 −j ; 

14. Por meio dos coeficientes encontrados no passo anterior, os coeficientes 

escalares kNU , para k  de 0  até 12 −N  são encontrados utilizando-se as 

equações (3.11) e (3.12) e os coeficientes escalares e de Wavelet kNU ,1− e kNW ,1− , 

para k  variando de 0  até 12 1 −−N ; 

15. Encontrados todos os kNU , para k de 0 até 12 −N , todos os membros deste vetor 

passam pela equação: 

kN

N
UkX ,

22)(
−

=  (4.1)

16. Esta série irá corresponder ao tráfego multifractal gerado, de acordo com [11 , 

[12]. 

Este algoritmo foi implementado em Java para ser diretamente integrado ao GTAR, e 

também em outras plataformas, a título de comparação.  

Outro fator interessante são os parâmetros de entrada do algoritmo. Conforme já 

informado, são necessárias para a geração do tráfego as variáveis ρα ,  e γ . 

 A variável α  representa o parâmetro de entrada para a distribuição Beta ),( ααβ , com 

domínio [0,1], utilizada para modelar os multiplicadores da cascata R, conforme explicado em 

3.1.3. As variáveis ρ  e γ  são utilizadas como parâmetros de entrada para a distribuição 

lognormal utilizada para modelar o vetor multiplicador da cascata, Y, de acordo com a 

equação (3.24). 

Estes valores foram obtidos empiricamente, utilizados respeitando os seguintes limites: 

α  existe no intervalo de 9 a 12; γ  pertence ao intervalo 0.1 a 0.2; e ρ  abrange 0.4 a 0.6. A 

extração (vide 3.1.3) destes parâmetros seria muito interessante para a melhor eficiência do 

gerador. Tal escopo está além dos objetivos deste trabalho, no entanto trata-se de uma 
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ferramenta que pode ser alvo de sofisticações futuras. Maiores informações sobre os 

parâmetros de entrada do algoritmo, vide Apêndice D. 

 

4.3. Análise e estudo do comportamento de tráfegos 
 

4.3.1. Comportamento do tráfego sintético gerado pelo MMW  
 

Será agora realizada uma análise comparativa do modelo de geração proposto com 

outras distribuições e com algumas medidas extraídas de tráfegos reais. A geração utilizando 

a ferramenta será conFig.da para sintetizar tráfegos de 4.096, 16.384 e 262.144 amostras, para 

parâmetros de entrada iguais a α =10; γ =0.1; ρ =0.4. Gerações sintéticas seguindo 

distribuições auto-similares e amostras retiradas diretamente da rede serão foco do estudo a 

título de comparação e validação.  

Os parâmetros a serem extraídos dos tráfegos serão: vetor tráfego, média, variância, 

parâmetro de Hurst, função do expoente de Hölder Pontual e espectro de Legendre. Será 

tratado, por questões de simplificação, o intervalo de chegada entre pacotes nas análises que 

seguem. 

A Fig. 4.1 representa um tráfego MMW com 8192 amostras, a partir de agora chamado 

de tráfego A. Percebe-se visualmente o comportamento oscilante que o tráfego A possui para 

escalas diferentes, bem como a existência de rajadas de dados. Este comportamento é bastante 

interessante e aparenta semelhança com o existente em situações reais, como exposto em [16].  

 

Fig. 4.1 – Tráfego A gerado pelo modelo MMW com 8192 amostras 
 



 31

A Fig. 4.2 mostra o expoente de Hölder da amostragem, que possui variações de 

aproximadamente uma unidade, o que já causa uma forte impressão do tráfego A deter 

características escalares não constantes, ou seja, uma característica de multiresolução e a 

presença de vários pontos contendo singularidades ao longo do processo [8, [9]. 

Esta suposição é ainda mais fortalecida com o Espectro de Legendre da amostra (Fig. 

4.3) que dá uma indicação de que se trata de um tráfego multifractal, conforme descrito em 

2.5. Percebe-se também que o espectro está de acordo com as informações obtidas a respeito 

do expoente de Hölder, ou seja, a probabilidade de incidência de valores para o expoente 

pontual de Hölder α  nas proximidades de 0.6  mostra-se maior, já que é nesta proximidade 

que o eixo )(αf mais se aproxima do valor unitário. 

 
Fig. 4.2 – Função Expoente de Hölder do 

tráfego A 

 
Fig. 4.3 – Espectro de Legendre do tráfego 

A 

A Tabela 4.1 exibe o comportamento de alguns parâmetros estatísticos dessa amostra.  

Tabela 4.1 – Parâmetros extraídos do tráfego A 
 
Média 0.0012  
Variância -6e x 4.8032  
Hurst 1 (derivação discreta de segunda ordem)  0.1293  
Hurst 2 (derivação discreta de segunda ordem) 0.1396  
Hurst 3 (estimação baseada em Wavelet) 0.3198  
Hurst pelo método Whittle  0,816  
Hurst pelo método VTP  0,837  
Hurst pelo método Ketani  0,82  
Hurst pelo método Periodogram  0,884  

 

É bastante interessante notar que os parâmetros de Hurst estão assumindo valores 

relativamente diferentes para as várias técnicas de determinação, o que é explicado devido ao 
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fato deste não manter-se fixo durante o tráfego, o que está de acordo com a teoria de tráfego 

multifractal. 

Este resultado já era esperado, pois o parâmetro de Hurst deve ser uma constante 

utilizada para caracterizar os momentos de um processo auto-similar ao longo de escalas 

distintas. Para o caso destes, a função descritiva do expoente de Hölder deve ser constante e 

equivalente ao Hurst, da mesma forma que o espectro multifractal de tal processo deve ser 

representado por um único ponto, onde α =H e )(αf =1. 

Para saber mais a respeito das técnicas de estimação do parâmetro de Hurst, consultar 

[14]. 

4.3.2. Comportamento de uma amostra de tráfego real disponível na internet 
 

Análise semelhante ao do sub-tópico anterior será feita para o tráfego real extraído em 

[36]. Esse traço de tráfego foi obtido de dados coletados durante 2 horas de comunicação do 

laboratório Lawrence Berkeley Laboratory para a internet. Foi novamente utilizada como 

métrica o intervalo de chegada de pacotes, e o referido tráfego, a partir de agora chamado de 

tráfego B, foi truncado para efeitos de análise.  

A Fig. 4.4 é uma ilustração deste tráfego. Percebe-se nitidamente a existência de rajadas 

nas mais variadas escalas, com um comportamento muito oscilante, de acordo com o 

esperado, além da presença de singularidades diversas. 

Acredita-se que o modelo proposto MMW seja capaz de fazer uma boa aproximação 

deste tipo de conteúdo, com as devidas conFig.ções. 

 
Fig. 4.4 – Tráfego B obtido da rede da Lawrence Berkeley Laboratory 



 33

 

Observa-se, a título de validação da eficiência do modelo proposto, que este possui 

expoente de Hölder conforme Fig. 4.5 e Espectro de Legendre mostrado na Fig. 4.6. 

 
Fig. 4.5 – Função Expoente de Hölder do 

tráfego B 
 

 

Fig. 4.6 – Espectro de Legendre do 
tráfego B 

 

O gráfico do expoente de Hölder mostra que este possui variação considerável, não 

sendo possível caracterizá-lo como auto-similar. O intervalo de aproximadamente uma 

unidade de variação máxima possibilita identificar características multifractais no processo, 

estando de acordo com a modelação proposta. É importante salientar que estão sendo tratadas 

escalas bastante reduzidas, onde as componentes de alta freqüência prevalecem, e o nível de 

detalhes é bastante grande, mostrando que é válida a análise dos tráfegos para escalas 

pequenas. 

É notável pela aparência do espectro, que não pode ser aproximada por funções 

lineares, a tendência multifractal desse tráfego. Também é bastante perceptível que o 

comportamento do espectro está de acordo com o gráfico ilustrativo do expoente de Hölder, 

de forma a possuir maior chance de ocorrência do expoente por volta do valor α =0.8, já que 

nesta vizinhança )(αf está próximo de 1. 

Percebe-se que o modelo proposto se mostra relativamente útil quando se analisando a 

forma que o espectro multifractal de tráfegos reais adquire ao longo do processo.  

A Tabela 4.2 contêm valores relacionados a parâmetros característicos do tráfego B.  

A média está relativamente bem modelada, no entanto, o valor da variância se mostra 

consideravelmente maior do que no caso simulado, indicando que o tráfego real possui maior 

discrepância entre os valores do processo. Estes parâmetros são de fato muito oscilantes, e 

não são boas métricas para se analisar tráfegos reais, devido à natureza pouco regular de 

processos reais. 
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Tabela 4.2 – Parâmetros extraídos do tráfego B 
 
Média 0.0167  
Variância 0.0059  
Hurst 1 (derivação discreta de segunda ordem)  0.0606  
Hurst 2 (derivação discreta de segunda ordem) 0.0477  
Hurst 3 (estimação baseada em Wavelet) 0.0434-  
Hurst pelo método Whittle  0.648  
Hurst pelo método VTP  0.666  
Hurst pelo método Ketani  0.641  
Hurst pelo método Periodogram  0.444  

 

O parâmetro de Hurst se mostra mais uma vez pouco conclusivo e confuso, mostrando 

não ser uma boa métrica para análise deste tipo de tráfego. Métricas como expoente de Hölder 

e espectro multifractal são provavelmente melhores formas de se tentar analisar o 

comportamento deste tipo de evento. 

4.3.3. Comportamento de uma amostra de tráfego real obtido de uma empresa 
de Telecom 

 

Foi realizada uma medida de tráfego diretamente na rede de uma empresa de 

telecomunicações do Brasil, dados estes utilizados no presente estudo. A análise do tráfego 

agregado se deu em dois momentos:  

 

i) Inicialmente, tratou-se todo o conteúdo, sem distinção dos pacotes por tipo de 

aplicação ou por protocolo;  

 

ii) No segundo momento, isolaram-se os pacotes por protocolo e a análise se 

desenvolveu independentemente, de forma a possibilitar e identificar possíveis 

comportamentos distintos por tipo de aplicação.  

 

Analisando o tráfego agregado sem discriminação de pacotes (tráfego C), observam-se 

valores picos isolados que saem completamente do padrão do tráfego, mas estes já são de 

ocorrência bem menor do que no caso do tráfego B apresentado anteriormente. A Fig. 4.7 

ilustra o traço deste tráfego. 
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Fig. 4.7 – Tráfego C obtido da rede de uma empresa de Telecom 

 

Novamente, o processo se mostra bastante inconstante, e com rajadas multiescalares, 

estando de acordo com o modelo proposto, no entanto, as rajadas nas menores escalas já são 

eventos mais difíceis de se identificar visualmente, fator este explicado pelo alto nível de 

agregação deste tráfego. 

  A Fig.s 4.8 ilustra o comportamento do expoente de Hölder na amostra e a Fig. 4.9 

exibe o Espectro de Legendre do tráfego C. 

Fig.s 4.8 – Função Expoente de Hölder do 
tráfego C 

 

Fig. 4.9 – Espectro de Legendre do 
tráfego C 

Dentre os exemplos de traços de expoente de Hölder até o momento, este é o que 

apresenta comportamento menos oscilante, apesar de ainda existirem consideráveis variações 

que impedem de se caracterizar o tráfego como auto-similar, ficando mais intuitiva a 

modelação como do tipo multifractal.  

O espectro multifractal desta amostra não apresenta um comportamento que pode ser 

caracterizado facilmente como multifractal, devido ao seu aspecto pouco côncavo e linear. 

Nota-se que existe uma concavidade mais acentuada por volta da região 6.0=α , local este 
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que, ao se analisar a Fig.s 4.8, apresenta uma maior alteração nos expoentes de Hölder, 

mostrando um comportamento mais multifractal nesta região. O aspecto linear, no entanto, 

implica em menor oscilação do Hölder, o que causa intuição de comportamento monofractal.  

Este tráfego, como pode ser percebido, apresenta alguns comportamentos tidos como de 

multifractais, porém existe uma tendência de que este irá assintoticamente para um processo 

auto-similar. De acordo com [5[6, [7 e [8], este resultado se apresenta bastante satisfatório.  

Pode-se intuir que uma análise multifractal seria eficiente para modelar este tipo de rede 

no caso de escalas de tempo pequenas, e para maiores escalas, uma análise auto-similar seria 

mais propícia. 

A Tabela 4.3 contém dados referentes aos parâmetros extraídos desta amostra.   

Tabela 4.3 – Parâmetros extraídos do tráfego C 
 
Média -5e x 2.3340  
Variância -9e x 8.9926  
Hurst 1 (derivação discreta de segunda ordem)   0.0125-  
Hurst 2 (derivação discreta de segunda ordem)  0.0074-  
Hurst 3 (estimação baseada em Wavelet) 0.3210-  
Hurst pelo método Whittle  0.502  
Hurst pelo método VTP  0.502  
Hurst pelo método Ketani  0.502  
Hurst pelo método Periodogram  0.461  
 

A exemplo dos casos anteriores, estes parâmetros se mostram pouco conclusivos e 

confusos, demonstrando que uma análise por meio do expoente de Hölder e do Espectro 

Multifractal se mostra mais conclusiva a respeito do comportamento deste tráfego, para esta 

escala de medida de tráfego. 

Para efeitos de comparação, uma separação deste mesmo tráfego (agora chamado de 

tráfego D) foi realizada, considerando-se o protocolo de camada de transporte utilizado pela 

aplicação, TCP ou UDP. Os traços dos tráfegos estão exemplificados na Fig. 4.10 .  

A separação de tipo de protocolo se deu por meio da porta utilizada, e infelizmente, a 

quantidade de pacotes selecionados como sendo do tipo UDP foi consideravelmente menor. A 

análise é realizada para 4096 pacotes UDP e para 8192 pacotes TCP. 
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(a) 

 
(b) 

Fig. 4.10 – Tráfego D: (a) Fluxo de pacotes TCP (esquerda); (b) Fluxo de pacotes UDP  
 

A seguir uma comparação dos gráficos para o expoente de Hölder dos dois tipos de 

tráfegos, Fig. 4.11. 

(a) (b) 
Fig. 4.11 – Tráfego D: (a) Expoente de Hölder para distribuição de pacotes TCP      (b) 

Expoente de Hölder para distribuição de pacotes UDP 
 

Percebe-se que o tráfego TCP apresenta menor variação do expoente de Hölder quando 

comparado ao tráfego UDP, cujo expoente de Hölder mostrou-se bem mais oscilante, apesar 

da menor amostra de dados. Com este resultado, pode-se intuir que os pacotes UDP 

apresentam maior número de singularidades e comportamento escalar mais rico do que os 

pacotes TCP. Esta é uma análise muito interessante, e leva a impressão de que os pacotes 

UDPs apresentam comportamento multifractal, o que está de acordo com o trabalho [37]. 

A Fig. 4.12 exemplifica os espectros para TCP e UDP. 

 



 38

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 4.12 – Tráfego D: (a) Espectro de Legendre para distribuição de pacotes TCP  (b) 
Espectro de Legendre para distribuição de pacotes UDP  

 

Novamente, é identificado uma maior tendência multifractal por parte do protocolo 

UDP, conforme já intuído anteriormente pela análise da função Hölder. Este resultado é 

bastante interessante, já que aplicações diversas como VoIP, conferências e outras aplicações 

em tempo real utilizam predominantemente este tipo de protocolo, e uma forma mais realista 

de se modelar este tipo de rede poderia ser por modelos multifractais. 

4.3.4. Análise multifractal de um processo fBm 
 

A título de verificação, gerou-se um processo fBm com parâmetro de Hurst ( H ) igual a 

0.8, para que se visualizar o comportamento do expoente de Hölder e do espectro multifractal 

desse sinal, ilustrado em Fig. 4.13. 
 

Fig. 4.13 – Função Expoente de Hölder (esquerda) e Espectro de Legendre (direita) de 
um processo fBm com Husrt igual a 8 (H = 8) 
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Percebe-se nitidamente uma variação bem pequena do expoente de Hölder, que fica por 

volta do valor 0.8, equivalente ao parâmetro de Hurst. O espectro apresenta-se bastante 

retilíneo e curto, com altíssimas probabilidades de Hölder ser igual a 0.8, conforme esperado.  

4.3.5. Comportamento do Tráfego Multifractal para mudanças de escala 
 

Para averiguar o comportamento do tráfego gerado pela ferramenta foi realizado o 

seguinte teste: gerou-se uma amostra de 32.768 eventos, extraiu-se a função Hölder e o 

Espectro Multifractal de tal geração. Feito isto, começou-se um processo de alteração da 

escala de medida, aumentando-a gradativamente e verificando o comportamento da amostra a 

partir da original. Este procedimento seria o equivalente a fazer coletas em redes reais em 

instantes do tempo diferentes, dado o mesmo tráfego, sendo que o amostrador do tráfego 

possuiria freqüências distintas. Quanto maior a freqüência, maior será a influência do 

comportamento de tráfegos nas menores escalas; para menores freqüências, seria como se o 

amostrador passasse a coletar amostras mais espaçadas no tempo.  

Este procedimento será primeiramente aplicado na situação real (Tráfego B, ilustrado 

em Fig. 4.4). O objetivo nesta sessão é identificar se o comportamento do tráfego de fato 

assume uma característica multifractal nas menores escalas e conforme a escala temporal 

aumenta ele tende assintoticamente para a auto-similaridade, o que estaria de acordo com o 

que é aplicado em [7, [8[22 e [26].  

 Realizado o teste na amostra real, será analisado se o tráfego simulado de fato possui 

características multifractais para pequenas escalas e se esta tende a assumir um 

comportamento assintoticamente auto-similar conforme a escala de tempo aumenta, 

comparando os resultados. 

O tráfego real e o simulado possuem uma resolução original na ordem de 1μ s, e este 

foi então assumindo a resolução de 5ms, 50ms, e 500ms. O processo para aumento de escala 

foi o seguinte: inicialmente utilizou-se o intervalo entre os pacotes de forma a encontrar o 

timestamp (instante de envio) de cada pacote; considerou-se o tamanho de pacote constante e 

equivalente a 50 bytes; para se aumentar a escala, dada a escala determinada previamente, 

detectou-se o montante de pacotes recebidos entre cada intervalo da janela de tempo, de forma 

a utilizar este resultado como sendo a distribuição do envio de pacotes por janela naquela 

resolução.  
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O tráfego real utilizado foi truncado para assumir o tamanho desejado. Este 

procedimento foi feito para efeitos de estudo, e não é uma obrigatoriedade para a validação do 

resultado.  

 

• Análise multiescalar para o tráfego real 
 

A Fig. 4.14 representa o expoente de Hölder da amostra truncada de Tráfego B. 

 

Fig. 4.14 - Expoentes de Hölder para o tráfego B 
 

Percebe-se a intensa variação do expoente de Hölder, o que sugere um comportamento 

multifractal. A Fig. 4.15 ilustra o comportamento do espectro de Legendre para o referido 

tráfego. 

 

Fig. 4.15 - Espectro de Legendre do tráfego B 
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Novamente, é possível se obter uma forte intuição de que de fato trata-se de um tráfego 

multifractal.  

O procedimento irá abordar a alteração de escalas para se observar o comportamento da 

amostra. Inicia-se com uma escala de 5ms, cujo expoente de Hölder e Espectro de Legendre 

são ilustrados em Fig. 4.16. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 4.16 – (a) Expoente de Hölder e (b) Espectro de Legendre do tráfego B, para a 
escala de 5ms 

 

É possível identificar comportamentos multifractais pela oscilação do expoente de 

Hölder, no entanto, o aspecto do Espectro denuncia que esta característica parece estar 

diminuindo de intensidade, conforme a escala de tempo aumentou, apesar do perfil 

relativamente côncavo ter mantido. 

A escala será aumentada para 50ms e observados os resultados do comportamento do 

Hölder e do Espectro na Fig. 4.17. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 4.17 – (a) Expoente de Hölder e (b) Espectro de Legendre do tráfego B para escala 
de 50ms 
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É perceptível que os expoentes de Hölder estão diminuindo a variação das oscilações, já 

que em Fig. 4.16 predominam valores superiores a 1, e com máxima diferença de 

aproximadamente uma unidade; enquanto em Fig. 4.17 os Hölder não chegam a atingir o 

valor de 1, e a oscilação assume intervalos mais próximos, na ordem máxima de 0.5. O 

comportamento espectral se mostra pouco alterado, salvo pelo nível de inclinação ,que é mais 

íngreme para a Fig. 4.17, indicando que ocorre uma linearização do traço, o que possibilita 

sugerir que este está assumindo uma tendência menos multifractal. 

Outro teste será aplicado a este tráfego: uma escala de medida de 500ms, ilustrada a 

partir dos seus Expoentes de Hölder e Espectro de Legendre em Fig. 4.18. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 4.18 – (a) Expoentes de Hölder e (b) Espectro de Legendre do tráfego B para escala 
em 500ms 

 

Uma análise deste resultado possibilita afirmar que o expoente de Hölder mostrou-se 

bem menos oscilante do que em todos os casos anteriores, apresentando variações máximas 

de aproximadamente 0.3 unidades, enquanto o espectro multifractal se mostra 

consideravelmente mais linearizado e menos côncavo, demonstrando visualmente que o 

tráfego está assumindo uma característica mais monofractal com o incremento das escalas de 

tempo do tráfego. 

Com o intuito de validar a ferramenta como um modelo para exemplos reais, os 

mesmos testes serão aplicados e analisados neste trabalho. 

Inicia-se com o expoente de Hölder do tráfego gerado, também de 32768 amostras. 

Novamente, utilizou-se como parâmetros de entrada α = 10, γ =0.1 e ρ = 0.4, para uma 

geração com N=15, dado que o tráfego será 327682 =N . Ajustes adequados foram feitos de 

forma a possibilitar que as amostras ficassem compatíveis escalarmente, permitindo que o 

aumento de escala ao longo do procedimento de validação se desse de forma equivalente, 

possibilitando uma análise comparativa mais confiável e de fácil visualização. 
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• Análise multiescalar para o tráfego simulado 

 

Ilustrativamente, o expoente de Hölder da referida amostra se encontra plotado na Fig. 

4.19. 

.  

Fig. 4.19 - Expoente de Hölder para tráfego sintético MMW 
 

Como no exemplo de tráfego real, este Hölder mostra-se bastante oscilante e 

imprevisível, o que está de acordo com a teoria multifractal. 

Como ilustração, o espectro de Legendre da amostra será visualizado em Fig. 4.20. 

 
Fig. 4.20 - Espectro multifractal para tráfego sintético MMW 

 
O espectro se apresenta côncavo o suficiente para intuir fortemente que o tráfego 

assume comportamento multifractal. 

Será apresentado o comportamento deste tráfego para uma escala de medida de 5ms. A 

forma de proceder para efetivar esta variação na escala de medida do tráfego original é 
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idêntica à utilizada no exemplo anterior, fornecido para uma amostra real de tráfego de rede.  

Para 5ms, os valores de expoente de Hölder e espectro multifractal estão visualizados na Fig. 

4.21. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 4.21 – (a) Expoentes de Hölder para Tráfego MMW na escala 5ms (b) Espectro de 
Legendre do tráfego MMW para escala de 5ms 

 

Neste exemplo, os expoentes de Hölder se mostram oscilantes, e o espectro multifractal 

está com um comportamento bem menos côncavo em relação ao traço original. 

Para a escala temporal de unidade equivalente a 50ms, os resultados são visíveis em 

Fig. 4.22. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 4.22 – (a) Expoentes de Hölder para Tráfego MMW na escala 50ms (b) Espectro de 
Legendre do tráfego MMW para escala de 50ms 

 

Observa-se que os Expoentes de Hölder assumem oscilações bastante semelhantes às 

ocorridas em Fig. 4.21, o que está de acordo com o caso anterior. Quanto ao espectro, apesar 

da evidente perda de tendência multifractal, não ocorreu linearização perceptível, dando uma 

intuição de que o grau de multifractalidade não diminuiu com o aumento da escala, fato este 

que ocorreu no caso real. 
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Estes resultados, apesar da pequena diferença, foram considerados satisfatórios, dado o 

nível de heterogeneidade das redes de pacotes reais.  

Os expoentes de Hölder para a amostra, escalados em 500ms, são exemplificados na 

Fig. 4.23. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 4.23 – (a) Expoentes de Hölder (b) Espectro Multifractal do tráfego MMW gerado 
pela ferramenta na escala de 500ms 

 
A variação do expoente de Hölder se mostra consideravelmente reduzida com relação 

às escalas menores, conforme esperado. O espectro de Legendre também teve um 

comportamento satisfatório, dada à redução observada entre os extremos do mesmo e a 

linearização do traço, dando uma boa intuição de que a amostra está perdendo as 

características multifractais originais, ou seja, ele aparenta adquirir uma característica 

assintoticamente monofractal. 

Percebe-se nitidamente que o aspecto multifractal assumido pela função Hölder, 

marcante pela grande oscilação, e pelo Espectro de Legendre, definido pela concavidade, vai 

se enfraquecendo com o aumento da escala de medida, dando uma forte intuição de que, para 

escalas pequenas, um modelo multifractal é de fato mais apropriado, no entanto, conforme os 

períodos de análise de tráfego vão aumentando, uma tendência à auto-similaridade aparece, 

tornando este uma caracterização mais eficiente. Este tipo de análise está de acordo com 

estudos [6, [7[19[26] em tráfegos reais, sendo pois, bastante interessante que o gerador 

proposto tenha acompanhado tal característica.  

4.3.6. Estudo da agregação de tráfegos multifractais 
 

Estudos afirmam que a agregação vários fluxos de tráfegos tendem a gerar um sinal 

com características assitoticamente auto-similares [12]. A fim de observar este 

comportamento foi realizada uma simulação de eventos discretos numa rede Ethernet. 
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  Para esse teste utilizou-se uma topologia simples em que três redes locais geram 

tráfego multifractais direcionados para uma quarta rede local, como pode ser visto na Fig. 

4.24. 
 

 
Fig. 4.24 – Topologia da rede para simulação de agregação de tráfego 

 

Os três fluxos são agregados na saída do roteador D. Em teoria, o tráfico da interface de 

saída desse roteador deverá apresentar uma tendência a auto-similaridade.  

Os tráfegos gerados pelas redes locais 1, 2 e 3 foram sintetizados pela método MMW e 

no segundo caso foi usado amostras de tráfego real obtidas dos laboratórios Lawrence 

Berkeley Laboratory [36]. Esse foi o tráfego analisado no tópico 4.3.2 onde se conclui que ele 

possuí característica multifractais. 

Geraram-se três tráfegos sintéticos de 16384 ( 142 ) amostras cada com parâmetros de 

entrada 10=α , 4.0=ρ  e 1.0=γ . Os dados gerados pelo algoritmo do MMW correspondem 

à variação do tempo de saída dos pacotes. 

Esses três tráfegos representarão o fluxo de saída das redes locais LAN 1, LAN 2 e 

LAN 3 com destino a rede local LAN 4. A fim de clareza no procedimento, pode-se nomear o 

tráfego de saída da LAN 1 como tráfego A1, o tráfego de saída da LAN 2 como B1 e o 

tráfego de saída da LAN 3 como C1.  

Para fins de simulação, estipulou-se que cada tráfego deveria ter um respectivo valor 

médio para tamanhos de pacotes. Estipulou-se que os pacotes do fluxo de saída da LAN 1 

deveriam gerar uma taxa de transmissão com tamanho médio de pacotes de 128 Bytes, os da 

LAN 2 deveriam gerar uma taxa de transmissão com tamanho médio de pacote de 256 Bytes e 

os da LAN 3 uma taxa de transmissão com tamanho médio de pacotes de 512 Bytes. A Fig. 

4.25 mostra graficamente esses fluxos. 
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Fig. 4.25 – Fluxos de saídas das redes locais LAN 1, LAN 2 e LAN 3 em direção a rede 
LAN 4 

 

 A função do Expoente de Hölder desses tráfegos pode ser vista na Fig. 4.26 

 
(a) 

 
(b) 

 

 
(c) 

 
Fig. 4.26 - Expoente de Hölder: (a) Tráfego A1 (b) Tráfego B1 (c) Tráfego C1 
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Pode-se reparar que os valores do Expoente de Hölder nos três gráficos são bastante 

variantes (aproximadamente 9.0  para o tráfego A1, 8.0  para o tráfego B1 e 5,1  para o tráfego 

C1), mostrando características de um processo multifractal. Isso pode ser fundamento pelos 

respectivos espectros exibidos nas Fig. 4.27. 
 

 
(a)

 
(b) 

 

 
(c) 

 
Fig. 4.27 – Espectro de Legendre: (a) Tráfego A1 (b) Tráfego B1 (c) Tráfego C1 

O tráfego de saída da do roteador D (a partir de agora referenciado como tráfego D1), 

que é o resultado da agregação dos tráfegos A1, B1 e C1, pode ser visto na Fig. 4.28. 

 

Fig. 4.28 – Tráfego de saída do roteador D 



 49

O tráfego de saída apresenta 14.277 amostras. Isso demonstra que a agregação do 

tráfego teve o efeito de mascarar as informações de alta freqüência na análise escalar, ou seja, 

a diferença tempo de chegada de alguns pacotes foi baixa o suficiente para que não pudessem 

ser amostrados naquela escala. Pode-se comparar esse efeito com o observado no estudo do 

tópico 4.3.5, aonde o aumento da escala filtra as informações contidas nas grandes 

freqüências.   

É necessário comparar os o expoente de Hölder e o Espectro Multifractal do tráfego D1 

com os tráfegos de origem (A1, B1 e C1) para estudar o efeito da agregação. O gráfico do 

Expoente de Hölder e o Espectro de Legendre podem ser vistos  Fig. 4.1em Fig. 4.29 e em Fig. 

4.30 respectivamente.  

 
Fig. 4.29 – Expoente de Hölder do 

tráfego D1 

 

 
Fig. 4.1 asdfasd 

 
Fig. 4.30 – Espectro de Legendre do tráfego 

D1 
O Expoente de Hölder varia numa faixa de 0.2 a 0.9 aproximadamente. Isso resulta 

numa variação máxima aproximada de 0.7 que é menor do que de qualquer um dos três 

tráfegos de origem. 

Essa diminuição da variação do Hölder reflete no Espectro de Legendre que apesar de 

possui uma característica de concavidade acentuada varia numa faixa muito pequena de 

valores de Hölder. 

Pode-se concluir que o tráfego de saída possuí características multifractais, mas muito 

menos acentuadas do que as dos tráfegos de entrada do roteador D1. Isso se deve ao efeito da 

agregação do tráfego e era um comportamento já esperado. À medida que mais tráfegos são 

agregados o fenômeno de dependência de longa duração deve se tornar mais evidente e o 

tráfego deve assumir um comportamento auto-similiar. 

 

4.4. Considerações Finais do Capítulo 
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Nesse capítulo pode-se realizar vários estudos cujos resultados foram bastantes 

satisfatórios e condizentes com a bibliografia no campo de estudo sobre multifractal. Foi 

Possível validar o método de geração e compara-lo com o comportamento de um tráfego real. 

5. Conclusão 
 

A geração de tráfego multifractal está relacionada com a busca de mecanismos 

sintéticos que possam exprimir as qualidades e quantidades que representem o tráfego real. O 

resultado esperado é a possibilidade da simulação de diferentes tipos de tráfego de forma a ser 

possível a predição e a otimização de redes. 

Ao considerar os trabalhos realizados na área de modelagem de tráfego, esse estudo 

mostrou evidências de que a teoria dos multifractais pode ser aplicada para se aproximar às 

características observadas principalmente nas menores escala dos sinais. Por isso foi 

implementado e validado um modelo de geração de tráfego multifractal sintético.  

Foram apresentados resultados satisfatórios quando comparando o tráfego simulado 

com tráfegos reais, tanto na análise multifractal, quanto na agregação do tráfego e no 

comportamento multiescalar. A análise multifractal realizada nesta obra demonstra 

visivelmente o comportamento multifractal que os tráfegos reais possuem, validando, pois, a 

ferramenta como aplicável para modelar tráfegos e eficiente na sua caracterização. 

Evoluções naturais para este trabalho que em muito enriqueceriam e que merecem 

especial destaque são a possibilidade de se extrair os parâmetros utilizados na modelação 

MMW de tráfegos reais e a detecção do espectro multifractal, tanto segundo Legendre quanto 

por Haursdorff, desenvolvida completamente em Java e devidamente integrada no software 

GTAR. 
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A. GTAR – Gerador de Tráfego e Analisador de Rede 
 

O software GTAR (Gerador de Tráfego e Analisador de Rede) apresentado em [13] é 

uma ferramenta de código aberto e que tem como objetivo principal a análise de uma rede de 

acordo com a seguinte estrutura: 
 

1. Estabelecimento de sincronismo entre diversos elementos dessa rede com um intervalo 

de acurácia de 1ms. 

2. Geração de tráfegos, entre os diversos elementos sincronizados, de acordo com um 

processo estocástico. 

3. Análise dos resultados coletados: 

a. Atraso sofrido por cada pacote entre origem e destino. 

b. Variação do atraso entre pacotes sucessivos (jitter). 

c. Vazão (em bps) de cada tráfego que é inserido na rede pela ferramenta. 

d. Análise estatística do processo de saída e de chegada de pacotes na origem e 

no destino respectivamente. 
 

Dessa forma a ferramenta está dividida em três módulos básicos: 
 

1. Módulo de sincronismo. 

2. Módulo de geração de tráfego. 

3. Módulo de inferência e análise de performance. 

 

 

Fig. A.1 – Arquitetura do GTAR (extraída de [13]) 
 

Na Fig. A.1 é mostrada a estrutura dos módulos de geração de tráfego e de inferência e 

análise de performance. 
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O módulo de geração de tráfego é composto pelo TrafficManager que estabelece como 

será o tráfego, ou seja, o tempo entre os pacotes e tamanho dos pacotes definidos de acordo 

com a distribuição selecionada, SenderController que recebe as definições do tráfego do 

TrafficManager e envia os pacotes, ReceiverController que recebe os pacotes de um tráfego 

pré-estabelecido e envia ao Log e ao QoSController as informações relevantes de cada pacote 

(tamanho, tempo de saída, tempo de chegada e número do pacote) e Log que escreve as 

informações recebidas em arquivos próprios. 

O módulo de inferência é composto do QoSContoller que faz a análise das medidas de 

QoS (Quality of Service) a partir dos dados obtidos no Log ou diretamente com o 

ReceiverController e do Inference que busca estimar valores estatísticos do tráfego (média, 

variância, parâmetro de Hurst e adequação a certa distribuição matemática). 
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B. Análise utilizando Wavelets 
 

A análise wavelet tem sido utilizada para estudar as propriedades de dependência em 

escala dos dados diretamente através dos coeficientes da decomposição escala-tempo wavelet. 

Quando há alguma evidência de longa dependência (LRD), a análise wavelet é capaz de 

oferecer estimativas não polarizadas e que podem ser implementadas usando técnicas da 

análise de multiresolução. 

 

B.1. Análise de Multiresolução e Transformada Wavelet Discreta 
 

A análise de multiresolução (Multiresolution Analysis - (MRA)) é formulada com base 

em subespaços { }
Ζ∈jjv , satisfazendo as seguintes propriedades [38]: 

1. { }0=∩
Ζ∈

j
j

v , j
j

v∪
Ζ∈

 em 2L  (espaço de funções integráveis quadráticas); 

2. 1−⊂ jj vv ; 

3. ( ) ( ) 02 vtxvtx j
j ∈↔∈ ; 

4. Existe uma função ( )t0ϕ  em 0v , denominada função escala, tal que ( ){ }Ζ∈− kkt ,0ϕ  

é uma base para 0v . De forma análoga, o conjunto de funções transladadas no tempo e 

modificadas em escala: 

( ) ( ){ }Ζ∈−= −− kktt jj
kj ,22 0

2
, ϕϕ  (B.1)

     Constituem uma base para o espaço vetorial jv . Portanto, o espaço que contém 

sinais de mais alta resolução também contém aqueles de menor resolução. 

Pode-se pensar na análise de multiresolução de um sinal ( )tx  como uma sucessiva 

projeção do sinal em cada subespaço jv . Assim, estes subespaços são vistos como subespaços 

de aproximação, ou seja: 

( ) ( )( ) ( ) ( )∑==
k

kjxvj tkjatxprojtapprox
j ,, ϕ  

(B.2)

Uma vez que 1−⊂ jj vv , ( )tapprox j  é uma aproximação mais grosseira do sinal ( )tx  do 

que, por exemplo, 1−japprox . Portanto, a idéia chave da MRA consiste em examinar as 

diferenças, ou seja, os detalhes entre os subespaços de aproximação variados por várias 

escalas da função escala, que podem ser expressos por: 

detail ( ) ( ) ( )tapproxtapproxt jjj 1−−=  (B.3)
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As funções que descrevem as diferenças entre subespaços jv  são as wavelets ( )tkj,ψ . 

Como resultado, os subespaços wavelets jw podem ser definidos de tal forma que: 

110

221

332

wvv
wvv
wvv

⊕=
⊕=
⊕=

 

12330 wwwvv ⊕⊕⊕=  (B.4)

Em geral, isso resulta em 121
2 ... wwwwvL jjjj ⊕⊕⊕⊕= −− . Como conseqüência da 

equação (B.4) tem-se que o sinal de detalhes detail ( )tj  pode ser obtido diretamente pelas 

projeções de x  em subespaços wavelets, já que esses subespaços residem no espaço varrido 

pela função escala. A análise de multiresolução mostra que existe uma função 0ψ , 

denominada wavelet-mãe, que é derivada de 0ϕ  tal que o conjunto de funções 

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Ζ∈−= −−
kktt j

j

kj ,22 0
2

, ψψ  constitui uma base para os subespaços jw e assim: 

detail ( ) ( )( ) ( ) ( )tkjdtxprojt kj
k

xwt j ,, ψ∑==  
(B.5)

Basicamente, como pode-se notar pela equação (B.4), a análise de multiresolução 

(MRA) permite reescrever a informação x  como uma coleção de detalhes em diferentes 

resoluções e uma aproximação de mais baixa resolução da seguinte forma: 

( ) ( ) ( )∑
=

=

+=
Jj

j
j ttapproxtx

1
jdetail   (B.6)

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑
=

+=
k

J

j k
kjxkjx tkjdtkJa

1
,, ,, ψϕ  (B.7)

A aproximação mais grosseira ( )tapprox j  de um sinal x  significa que 0ϕ  pode ser 

visto como um filtro passa-baixas. Os detalhes do sinal na escala j  representado por 

detail ( )tj  indica que 0ψ  tem função de filtro passa-faixa. Dada uma função escala 0ϕ  e uma 

wavelet-mãe 0ψ  a transformada wavelet discreta consiste de um mapeamento ( ) ( )Ζ→ 22 LRL  

dado por: 

( ) ( ){ } ( ){ }{ }Ζ∈=Ζ∈→ kJjkjdkkJatx xx ,,...,1,,,,  (B.8)

 Os coeficientes xa e xd  podem ser calculados através dos produtos internos de x  com 

dois conjuntos de funções: 
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( )

( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=

kj
o

x

kj
o

x

xkjd

xkja

,

,

,,

,,

ψ

ϕ
 (B.9)

 Onde kj
o

,ψ  e kj
o

,ϕ  são versões dilatadas e transladadas de kj,ψ  e kj,ϕ . Estes 

coeficientes podem ser facilmente calculados usando banco de filtro como é mostrado em 

[39]. 
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C. Considerações sobre a distribuição Beta 
 

Uma especial dificuldade encontrada em ambas as implementações foi referente à 

distribuição Beta. O software já possui um módulo capaz de realizar este tipo de distribuição 

de probabilidade, no entanto, este somente consegue englobar um domínio de [0,1], o que não 

confere com o mecanismo proposto em [11], já que Riedi sugere que a distribuição Beta tenha 

domínio entre [-1,1]. Duas foram as formas propostas para se solucionar este problema: fazer 

uma distribuição beta multiplicada com uma uniforme de domínio desejado (hipótese 1); e 

outra colocando-se uma distribuição beta expandida e deslocada, de forma a abordar o 

domínio necessário (hipótese 2).  

Uma análise foi realizada para descobrir qual das formas acima propostas é mais 

adequada ao modelo. Baseado na Fig. 3.5, considerando as duas hipóteses e uma distribuição 

Beta do tipo ),( ρρβ , observam-se os seguintes resultados para ρ =0.2 (Fig. C.1), ρ =1 (Fig. 

C.2), ρ =4 (Fig. C.3) e ρ =20 (Fig. C.4). Nas Fig.s, a parte superior representa a hipótese 1 e 

a parte inferior a hipótese 2. 

 A hipótese 2 se mostra superior à primeira, tendo um comportamento de distribuição 

estatística muito semelhante ao ideal demonstrado graficamente na Fig. 3.5. 

 

 

Fig. C.1 – Comparação entre os métodos de estimar a distribuição Beta para ρ = 0.2 
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Fig. C.2 - Comparação entre os métodos de estimar a distribuição Beta para ρ = 1 

 
Fig. C.3 - Comparação entre os métodos de estimar a distribuição Beta para ρ = 4 

 

 
Fig. C.4 - Comparação entre os métodos de estimar a distribuição Beta para ρ = 20 

 
Para o desenvolvimento em Java, alguns testes foram realizados para se analisar a 

confiabilidade da geração. Foi efetuada uma geração semelhante à anterior, com mesmo 

número de amostras (16.384), e para os mesmos valores de parâmetros de entrada.  
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Conforme pode ser observado, para ρ =0.2 (Fig. C.5), ρ =1 (Fig. C.6), ρ =4 (Fig. C.7) 

e ρ =20 (Fig. C.8), a geração se mostra bastante equivalente à hipótese 2, confirmando a 

funcionalidade da geração.   

 

 

Fig. C.5 – Distribuição Beta com ρ = 0.2 utilizando a implementação em Java 
 

 

 

Fig. C.6 – Distribuição Beta com ρ = 1 utilizando a implementação em Java 
 

 

Fig. C.7 – Distribuição Beta com ρ = 4 utilizando a implementação em Java 
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Fig. C.8 – Distribuição Beta com ρ = 20 utilizando a implementação em Java 
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D. Estudo sobre parâmetros α , ρ  e γ   

D.1. Estimação dos parâmetros α , ρ  e γ  para um tráfego real 
 

Para que uma ferramenta de análise de comportamento e predição de redes possa 

cumprir sua função não basta apenas ser capaz de gerar tráfego condizente com determinada 

teoria (poissoniana, auto-similar ou multifractal), é necessário que ela seja capaz de, através 

de um tráfego real, estimar parâmetros que possam ser usados na geração de amostras que, 

nos diversos testes (análises estatísticas, parâmetro de Hurst, função expoente de Hölder, 

Espectro de Legendre, etc), se assemelhem com as amostras originais. 

No caso do método de geração de tráfego proposto por Viera em sua tese de doutorado 

[12] o Modelo Multifractal baseado em Wavelet (MMW), para se gerar amostras que seguem 

um modelo multifractal deve-se entrar com três parâmetros (α , γ  e ρ ). 

Em seu trabalho é proposto um método de estimação adaptativa dos parâmetros α , ρ  e 

γ  através do algoritmo de Levenbeg-Marquardt [40]. Segundo [41], dado um processo de 

incrementos { }nXXX ,...,, 21 , e seja o seu processo agregado correspondente a mX  ao nível 

m definido como: 

( ) ( ) ( )mtmtmt
m
t XXXX +++= +−+− ...2111  (D.1)

 Se esse processo apresenta propriedades em escala (scaling behavior), então o 

momento absoluto ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ qm

tXE  pelo valor de m  em um gráfico log-log deve ser uma reta que 

segue a seguinte relação: 

( ) ( )qcmqXE
qm

t logloglog 0 +=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ τ

 
(D.2)

 Utilizando o método de mínimos quadrados recursivos [42]  podemos estimar o valor 

de ( )q0τ  pela inclinação dessa reta e ( )qc  pelo ponto de intersecção no eixo vertical. 

 Para estimar os parâmetros desejados utiliza-se o algoritmo de Levenberg-Marquardt. 

A partir da equação (D.2) e do método dos mínimos quadrados, pode estimar para uma 

amostra de tamanho n os valores de ( )q0τ  e ( )qc  são: 

( )
{ }

{ }2
1

2

1
0

^

loglog

loglogloglog

mnEm

XEEmnEmXE
q n

m

qmn
m

qm

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=
∑

∑

=

=
τ

 

(D.3)



 67

( )
( ) { }

{ }∑

∑ ∑

=

= =

−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

= n
m

n
m

n
m

qmqm

mnEm

XEmmEXEE
qc

1
22

1 1
2

^

loglog

logloglogloglog
log

 

(D.4)

 Determina-se o parâmetro α  aplicando o algoritmo de Levenberg-Marquardt, que 

consiste de um método de estimação não-linear de parâmetros, para equação (D.3). Para isso 

deve-se minimizar a seguinte equação: 

( ) ( )
( ) ( )∑

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ΓΓ
+ΓΓ

=Φ
n

q
q

q
q

1

2
^

02 )2(
2log τ
αα
αα

 
(D.5)

 A equação de atualização do algoritmo de Levenberg-Marquardt para estimação do 

parâmetro α  é [40]: 

( )( ) ( )iesii HdiagH αηαα Φ∇+−= −
+

1
1  (D.6)

Onde esH  é a matriz Hessiana ( ( )iesH αΦ∇= 2 ), η  é um parâmetro de controle, iα  é o 

valor do parâmetro α na i-ésima iteração do algoritmo e ∇  representa o operador gradiente 

da função. 

 De forma similar, o algoritmo de Levenberg-Marquardt pode ser aplicado para estimar 

os valores dos parâmetros γ  e ρ . 

D.2. Estudo empírico do efeito da variação dos parâmetros α , ρ  e γ  
 

No presente trabalho não foi inserida forma de extrair os parâmetros α , ρ  e γ . Para 

tanto, de forma a prover uma boa simulação multifractal, testes foram empiricamente 

realizados visando encontrar valores satisfatórios a serem utilizados como entrada aos 

parâmetros. A seguir algumas considerações a este respeito. 

 Inicialmente, será efetuada a análise para variações de α , mantendo os outros 

parâmetros fixos em γ =0.1 e ρ =0.4. Utilizou-se sempre valores positivos, já que trata-se da 

entrada para uma distribuição Beta.  

Quando efetuada a geração para α =1, 2, 3, o gerador não conseguiu retornar nenhum 

tráfego. Para α =4, expoente de Hölder e Espectro multifractal estão ilustrados em Fig. D.1. 
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(a) 

 
(b) 

Fig. D.1 – (a) Expoente de Hölder (b) Espectro Multifractal para 4=α   
Visualmente, percebe-se que este tráfego não se mostra multifractal, dado a aspecto 

retilíneo do Espectro de Legendre. 

Ilustração da verificação do parâmetro para α =7, em Fig.. D.2. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig.. D.2 (a) Expoente de Hölder (b) Espectro Multifractal para 7=α  
O aspecto linear persiste, não mostrando adequação a proposta multifractal. Tentativa 

para α =10, em Fig. D.3. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. D.3 (a) Expoente de Hölder (b) Espectro Multifractal para 10=α  
É nítido o comportamento multifractal para este parâmetro, de acordo com o que foi 

proposto teoricamente. Para valores superiores a 10, o aspecto da multifractalidade persiste, o 

que é relativamente compreensível, já que a disposição da distribuição Beta para valores 

maiores de α  tende a uma normalização da distribuição.  
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Realiza-se também uma análise do parâmetro ρ . Este representa a média da 

distribuição normal utilizada para se definir a variável Y, que no procedimento de geração 

multifractal significa o vetor multiplicador que irá atuar ao longo da cascata multiplicativa, 

dotado de uma distribuição log-normal. 

O valor utilizado como padrão no trabalho foi ρ =0.4, ilustrado em Fig. D.3. 

Para ρ =0.8, o comportamento da função Hölder e do Espectro de Legendre estão 

demonstrados em Fig. D.4. 

(a) 

 
(b) 

Fig. D.4 (a) Expoente de Hölder  (b) Espectro Multifractal para =ρ 0.8 
 

Percebe-se um comportamento monofractal, com variações leves de Hölder e com o 

espectro de Legendre bastante retilíneo. Em Fig. D.5, é demonstrado o comportamento para 

ρ =3.5. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. D.5 - (a) Expoente de Hölder  (b) Espectro Multifractal para =ρ 3.5 
  

É fácil perceber o comportamento monofractal da amostra pelo formato extremamente 

linear do espectro, e pela baixa variação do Hölder, apesar de uns momentos mais oscilantes, 

a variação foi bem baixa.  

Serão feitas a partir deste ponto considerações a respeito do parâmetro de entrada γ , 

que representa o desvio padrão da distribuição normal originada pela variável Y, de 
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distribuição log-normal. Novamente, foram fixados os valores das outras variáveis, a saber, 

10=α  e 4.0=ρ . 

Inicia-se com γ =0.1, conforme ilustrado em Fig. D.3, demonstrando um tráfego 

multifractal. Aumentou-se este valor para γ =0.4, de acordo com Fig. D.6. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. D.6 (a) Expoente de Hölder  (b) Espectro Multifractal para =γ 0.1 
 

Mostra-se que o aspecto multifractal já está bastante enfraquecido. Em Fig. D.7, este 

comportamento persiste para γ =1, mostrando que a característica apresenta-se mais tênue. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. D.7 (a) Expoente de Hölder  (b) Espectro Multifractal para =γ 1 
 

Analisando-se o comportamento exibido nos testes previamente exibidos com a forma 

adquirida pela distribuição log-normal, percebe-se que conforme o valor da média ρ  

aumenta, o gráfico da distribuição de probabilidade se desloca para a direita; e conforme o 

valor do desvio padrão γ  de Y aumenta, o comportamento da distribuição irá se comprimir 

gradativamente, aproximando-se de zero. Algumas ilustrações relacionadas a este 

comportamento serão exemplificadas em Fig. D.8 para observação.  
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ρ =0.4 ;  γ =0.1; 

 
ρ =0.4 ;  γ =0.5; 

 
ρ =1 ;  γ =0.1; 

 
ρ =0.4 ;  γ =1; 

 
ρ =2 ;  γ =0.1; 

 
ρ =0.4 ;  γ =2; 

 
ρ =10 ;  γ =0.1; 

 
ρ =0.4 ;  γ =10; 

Fig. D.8 – Comportamento da distribuição Log-Normal 
 

Como os elementos da cascata multiplicativa assumem valores muito pequenos, o 

multiplicador Y não pode possuir um desvio padrão grande, pois com isso a probabilidade 

destes valores irá crescer muito nas proximidades de zero, o que causará na geração de 
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valores extremamente pequenos e mal distribuídos, atrapalhando o processo multifractal. Já o 

aumento significativo da média dos multiplicadores em Y acarreta em multiplicadores muito 

grandes, o que também não se mostra algo interessante, pois prejudica na modelação do 

tráfego, imprimindo um aspecto monofractal. 


