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Resumo

Este trabalho apresenta os novos modelos utilizados para trafegos em redes
multiservigos, mostrando suas caracteristicas e implicagdes. Também mostramos métodos
para gerarmos trafegos de acordo com esses modelos e caracterizarmos trafegos reais com
relacdo as propriedades dos modelos. Buscamos com esse trabalho estabelecer bases para

auxiliar no dimensionamento de uma rede de acordo com o tipo de trafego nela verificado.



Abstract

This work presents new models for network traffics, showing their characteristics
and implications. We also show methods for generating traffics accordingly to these models
and for characterizing real traffics based on these model’s properties. We intend, in this

work, to establish bases to help the dimensioning of a network according to its traffic.
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1. Introducao

Nos tultimos anos, vem sendo cada vez mais freqiiente a utilizacdo de redes
comutadas por pacote para prover servigos que, em um passado proéximo, eram providos
somente em redes comutadas por circuito ou utilizando canais dedicados. Tais servigos,
como trafegos de voz e video, quando executados em tempo real, necessitam de
qualidade equivalente a oferecida caso estivessem sendo providos sobre redes
comutadas por circuitos; porém, essa qualidade muitas vezes ndo pode ser oferecida.
Essa falta de capacidade da rede pode estar associada a um projeto de rede que ndo leve
em consideracgdo a correta distribuicao estatistica do trafego que passa pelo ntcleo dessa

rede.

Assim, ¢ de grande importancia, no correto dimensionamento de redes que
servirdo de suporte para diversos servigos, o conhecimento das distribuigdes estatisticas
e de certas propriedades dessas distribui¢des que melhor se aproximam de um trafego
real gerado por esses servicos. E, como forma de garantir que servigos dependentes da
rede apresentem comportamento compativel com o que foi projetado, podem ser
realizados testes que simulem trafegos que tenham as mesmas caracteristicas de um

trafego real, podendo, assim, coletar medidas de qualidade de servigo.

A teoria de filas e o processo poissoniano eram utilizados para fazer a
modelagem e o estudo do trdfego em uma rede de dados, mas ambos foram
abandonados devido a estudos mais recentes [1] que demonstram que trafegos
agregados possuem caracteristicas incompativeis com o processo poissoniano. Esses
trafegos possuem auto-similaridade estatistica em diferentes escalas de tempo e
dependéncia de longa duragdo. O parametro utilizado para indicar o grau de auto-
similaridade de um processo estocastico ¢ chamado parametro de Hurst e pode variar de
0,5 a 1 para processos auto-similares. Mais recentemente surgiu o conceito de
multifractalidade, uma nova forma de se caracterizar um trafego real onde, em escalas
menores, o trafego nao ¢ exatamente auto-similar, porém ainda ¢ possivel a
determina¢do do grau de auto-similaridade entre escalas. Essa varia¢do ¢ dada por um

coeficiente, o expoente de Holder.



Como ja visto, ¢ relevante para o correto projeto de uma rede que se conheca,
além distribui¢do do trafego que a atravessard, algumas propriedades dessa distribui¢ao.
No caso de uma rede de dados, as principais distribuicdes que nos interessam sao a
distribuicao do tempo entre chegada de pacotes em um no, a distribuicdo do tamanho
dos pacotes que chegam a esse nd e a distribui¢do do tempo gasto pelo nd para
processar cada pacote. E as principais propriedades dos processos sdo a auto-
similaridade e a dependéncia de longa dura¢do. Porém, em muitos casos, o projetista
nao conhece distribuicdo do trafego para o qual ird desenvolver seu projeto, mas possui
acesso a uma rede existente de onde pode extrair informagdes necessarias. Com essas
informagdes, podera utilizar métodos de inferéncia e relacionar o trafego real a uma
distribuicdo matematica conhecida. Assim, podera utilizar modelos matematicos que o

orientem no dimensionamento da rede a ser construida.

Apo6s a constru¢do da rede, de acordo com um projeto especifico, e antes da
comercializagdo de servigos sobre essa, ¢ necessario que sejam realizados testes para
averiguar o seu correto funcionamento. Entretanto, um simples teste de conexao pode
ndo ser suficiente para que a rede seja considerada pronta e ofereca os servicos de
acordo com o projeto. Tornam-se necessarios testes que simulem o trafego que a rede
tera que suportar quando em funcionamento e a averiguagcdo da qualidade de servigo

que esse trafego esta experimentando na rede.

A motivagdo inicial desse trabalho foi a criagdo de dois mddulos importantes
para a ferramenta apresentada em [7]: o modulo de geracdo de trafego e o médula de
inferéncia. Além disso, esse trabalho visa auxiliar o estudo e desenvolvimento de
sistemas de caracterizacdo e controle de trafego para otimizagdo de recursos em redes
multiservigos. Esse estudo esta sendo realizado por um grupo de estudos da
Universidade de Brasilia cuja fungdo principal ¢ a pesquisa de trafego em redes IP. A
proposta de otimizagdo de recursos em redes multiservicos pode ser ilustrada pelo

seguinte diagrama.
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Figura 1.1 — Diagrama de um sistema de otimizagao de rede

A principal contribui¢do que esse trabalho pode dar a um sistema de otimizagao
de rede como o ilustrado na figura 1.1 consiste justamente nos modulos que dizem
respeito a andlise de trafego para extracdo de parametros para modelagem e predig¢do de

trafego.

O trabalho, objetivando tratar essas questdes abordadas, estd dividido da
seguinte forma: No capitulo 2, apresentamos as bases tedricas do processo auto-similar,
suas propriedades, definicdes e generalizagdes para abranger mais processos que nao o
estritamente auto-similar. No capitulo 3, apresentamos o modelo multifractal que
apresenta uma modelagem para o trafego real para pequenas escalas. No capitulo 4,
apresentamos conceitos sobre inferéncia estatistica, explanando os métodos de
inferéncia para que seja possivel relacionar os dados obtidos com uma distribui¢do
matematica conhecida (caso exista) e as propriedades dessa distribui¢do. No capitulo 5,
explanamos sobre varias formas de se gerar trafegos a partir de diversos processos
estocasticos. No capitulo 6, apresentamos a base inicial do nosso estudo, a
implementagdo dos moddulos de geracdo de trifego e de inferéncia estatistica no
software de codigo aberto GTAR apresentado em [7] como uma nova ferramenta para
realizar medidas de qualidade de servico em redes multiservicos. No capitulo 7,

3



discutimos os resultados obtidos utilizando a ferramenta de geragcdo de trafego e a
ferramenta de inferéncia, para verificar a aderéncia dos trafegos gerados e reais aos
modelos matematicos. No capitulo 8, deixamos nossas conclusdes sobre o estudo que
realizamos e sobre as implementacdes que tornaram possivel maior capacidade analitica
e melhor visualizagdo pratica do trabalho realizado. No anexo A, mostramos as
caracteristicas do processo de Poisson, primeiro modelo utilizado para caracterizar um
trafego que ¢ recebido em um n6 de uma rede. No anexo B, apresentamos o modelo de
trafego rajada onde uma representa uma fonte de trafego e as diversas possibilidades
que podem ser implementadas utilizando fontes ON/OFF. No anexo C, apresentamos os
conceitos sobre a teoria de filas, sobre medidas de eficiéncia teodricas e sobre o Teorema
de Kleinrock. No anexo D, apresentamos o conceito de multiresolugdo, teoria que ¢

utilizada pelos métodos de geragao WIG e MWM, apresentados no capitulo 5.



2. Trafego Auto-similar

Até 1994, o modelo M/M/1, explicado anteriormente, era utilizado para o
dimensionamento de redes de dado. No entanto, a utilizagdo desse modelo passou a ser
altamente questionada devido aos resultados obtidos em [1]. Foi feito um estudo sobre
as caracteristicas estatisticas do trafego em uma rede Ethernet. Esse estudo mostrou que
o trafego dessa rede possuia duas propriedades que nao eram compativeis com o modelo
de trafego até entdo utilizado: auto-similaridade estatistica, caracteristica que o trafego
possui de manter as propriedades estatisticas em diferentes escalas de tempo, e

dependéncia de longa duracgio.

Podemos facilmente perceber pela figura abaixo que, a medida que aumentamos
a escala de tempo, as propriedades estatisticas do trafego poissoniano se degeneram
muito mais rapidamente que as do trafego real estudado. Em particular, podemos
perceber visualmente que a variancia do trafego poissoniano se degenerou muito mais
que a do trafego real, ja& que para escalas grandes de tempo o trafego Poissoniano se
mantém praticamente constante, enquanto o trafego real ainda possui um grande nimero

de “picos” de trafego.

Outro argumento forte para a utilizagdo de modelos auto-similares de trafego é o
fato de que, em muitos casos, o trafego de uma rede pode ser visto como uma
superposi¢ao de varias fontes independentes ON/OFF que possuam uma distribui¢do de
cauda pesada para o periodo ON. Pode ser provado que a agregacdo de tais fontes

convergem para um processo gaussiano auto-similar [2].

Essa caracteristica de invariancia a escala pode ser util para que tenhamos uma
no¢ao melhor de como caracterizar esse efeito de burstiness dos trafegos. Esse efeito ¢
importante, pois niveis altos de burstiness levam a uma menor utilizagdo de recursos de
rede para uma mesma qualidade de servigo e possui direto impacto na administragdo da

rede.

Nesse capitulo definiremos matematicamente a auto-similaridade estatistica e
algumas de suas propriedades, mostrando sua relacdo com a dependéncia de longa

duragao.
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Figura 2.1 — Comparac¢ao entre um trafego poissoniano e um trafego real
(extraida de [6])

2.1. Auto-Similaridade

Como ja vimos, o segmento de um trafego auto-similar medida a uma escala de
tempo tem as mesmas caracteristicas estatisticas que uma versdo apropriadamente
escalada do trafego a uma escala de tempo diferente. Vamos agora definir

matematicamente a auto-similaridade para um processo estocastico em tempo continuo.

Um processo em tempo continuo X(t) ¢ considerado exatamente auto-similar se:

X(=a™ X(at)a >0 2.1)



em que a igualdade possui sentido probabilistico. Isso quer dizer que as fungdes
~ -H .

amostras de um processo X(t) e as de sua versdo escalada a X(at), obtidas

.. . . . H
comprimindo-se o eixo do tempo por fator a e o eixo das amplitudes por um fator a,
nao podem ser distinguidas estatisticamente. Ou seja, os momentos de ordem n de X(t)
sdo iguais aos momentos de ordem n de X(at) escalados por a™™. Caso o processo tenha
as caracteristicas de auto-similaridade para as estatisticas de segunda ordem ele ¢
chamado de exatamente auto-similar de segunda ordem e seus momentos de primeira e

segunda ordem sao dados por:

E[x()]= w 2.2)

Var| X (1)] = M (2.3)
a

Ry (t,1) = Rl aty) (2.4)
a

Percebemos que o parametro de Hurst (H) indica o grau de auto-similaridade do

processo. Quanto mais proximo de 1 for H mais auto-similar sera o processo.

Uma conseqiiéncia direta de (2.1) ¢ que todos os momentos de ordem n de X(t),

caso existam, se comportam de acordo com uma lei de poténcia em fun¢io do tempo:

n| \nH

E|X (1) t (2.5)

"=ElX(1)

Modelos praticos de processos auto-similares geralmente sdo restringidos para
0s processos auto-similares com incrementos estacionarios (processos H-sssi). Ou seja,
seu processo de incrementos Y(d,t) € tal que:

d
{Y(5,0)=Y,(t) = X(t+8) = X (1), € R}={X(8) - X (0)}, V5 (2.6)
Para um processo H-sssi, o pardmetro de Hurst estd necessariamente entre o

intervalo: 0 < H < 1. Além disso, sua fun¢do de autocorrelagdo, caso exista, ¢ da

seguinte forma:



R (t,t,) = E|XT(1)|2Q4|2H +6" e, —t1|2H) 2.7)
A equagdio (2.7) pode ser provada da seguinte forma:
E[X(t,) - X(0,) = E[X (@) + E[X(0) —2E[X(1)|X (1,)
E[X(@)|X (1) = R (t,,,) = % {E|X(tl)|2 +E|X (1) - E[X(t,)- X(t1)|2}
Como X(t) possui incrementos estacionarios:
E[X(6,)-X(t,)| = E|X(t,~,)]
Entfio a fungdo de autocorrelagio de X(t) ¢ dada por:
Ryt = S ELX O o+ ELX O 1o = X QO ="
Rt = Ly
Além disso, a fungio de autocorrelagdo do processo de incrementos de X(t) é:
R, ()= E|XT(D|2 {r +o "+ -8 - 2|r|2H} (2.8)

Isso ¢ facilmente demonstrado da seguinte forma:

R, (1) = E[Y,(0)|%;(t+ )| = E[(X (¢ + &) - X ()X (t +5+5)— X(t+5))]
R, (1) = E[X(t+3)X(t+5+0)]- E[X(t +5)X (t +5)]- E[X () X (t+5+ 5)]+
+E[X()X(t+5)]

R (5)= Elx)f e+ +lev s+l =5 e+ S e+ s +|s -7 +
2 s+ ST s+ S e s =)o

2
R, () = w& 4o +r— o — 2}



A auto-similaridade de X(t) também ¢ passada para seus incrementos de forma

que:

Y(5.6)=a"Y (ad,at) (2.9)

n nH

E|Y(6,1) "=EXxQ)||s

"= E|X(t+8)- X (1)

(2.10)

2.2. Dependéncia de Longa Duracéao

Um processo ¢ dito ter dependéncia de longa duragdo quando sua funcao de
autocorrelagdo rx(t) decai tdo devagar que a sua soma diverge, ou seja, para qualquer

A>0:
j:RX (1)dT = +00

Ou equivalentemente para processos em tempo discreto:
Dy (k) =o0
k

Geralmente os processos com dependéncia de longa duracdo possuem fungdo de
autocorrelagcdo que decaem lentamente de acordo com uma fung¢do hiperbdlica, ou seja,

fungdes do tipo:
(@)~ e 7 =00,y €(0,1) (2.11)

Processos com essa funcao de autocorrelagao possuem a seguinte densidade espectral de

poténcia:
Fe(A) ~cy|A| 7,2 > 0,7 €(0,1) (2.12)

Qualquer processo exatamente auto-similar possui dependéncia de longa
duracdo. De fato, como provado em [18], a fun¢do de autocorrelagdo de Ys(t) ¢ dada

assintoticamente por:



1y, (7) ~ e’V r>> 6 (2.13)

Comparando as equagdes (2.11) e (2.13), vemos que o processo de incrementos

possui longa duracao quando /2 <H < 1.
2.3. Auto-Similaridade em Tempo Discreto

Definimos anteriormente a auto-similaridade para processos estocasticos em
tempo continuo e verificamos algumas de suas propriedades. Em particular, verificamos
as propriedades estatisticas de até segunda ordem para um processo auto-similar
estaciondrio: Y(d,t). Se definirmos um processo em tempo discreto a partir de Y(9,t),

para um valor fixo de lag 8, como sendo:
G(k) = Y(kS) = X ((k +1)5)- X (ko) (2.14)

A partir de (2.8), podemos derivar a fun¢do de autocorrelacdo do processo
estacionario exatamente auto-similar de segunda ordem em tempo discreto definido em

(2.14) da seguinte forma:

r.(k) = E[G(n)G(n+ k)] = E[G(nd)G(nd + k&)]

r (k)= @{k§+ 5" +|ks - o[ —2|k5|2H}
() = XTI £ (1;] 4 ﬂk 1P -1 - 2|k|2H]
ry (k) = @ﬂk 1P e =1 2k ] (2.15)

Além disso, pode ser provado que o coeficiente de autocorrelacdo do processo

G(k) ¢ dado por:

_E[(X(n) - u) X (n+k)— u)] ! 2\, 2H 2
po(k) = X ()2 = 2ﬂk+1| +lke =1 = 2Jk] ]

Um processo em tempo discreto ¢ exatamente auto-similar quando seu

coeficiente de autocorrelacdo ¢ dado por:

10



p(k)= p™ (k) = ﬂk 1 =11 20k l v m,k (2.16)

em que p" (k) é o coeficiente de autocorrelagio do processo m-agregado de G(k),

definido em (2.17).

O processo m-agregado de um processo G(k) ¢ definido da seguinte forma:

1 (k+l)ym-1

ZG(Z) (2.17)

i=km

G (k) =

Ou seja, cada valor de G"™(k) ¢ formado pela média dos m valores consecutivos de

G(k), a partir de m*k:
G"™ (k)= 1 [G(km) + G(km + 1) + G(km + 2) + ... + G(km + m — 1)]
m

A dependéncia de longa duracdo dos processos auto-similares faz com que a
variancia de seus processos m-agregados decaia muito mais lentamente que a variancia
de processos com dependéncia de curta duragdo. Para o caso do processo G(k) definido

em (2.14) temos:

m— 1

var(G™ (0))= var[if G(z‘)} - ( X(G+1)5)- (i5))) - Var( (X(ms) - X(O)))
m -

1
m i=0

Como X(0) = 0, entdo:

H

var(G™ (0))= var(i X(m5)j - Var(m— X(cS)J = var(m" G(0))=m**G(0)
m m

Ja que o processo G(k) é estacionario, a variancia de G™(k) para qualquer k ¢ da forma:
var(G™ (k))~ m*' (2.18)

Uma das principais vantagens do modelo auto-similar esta na sua simplicidade

de caracterizagdo: todas as suas propriedades podem ser definidas e controladas pelo

11



pardmetro de Hurst. No entanto, essa simplicidade ¢ também o principal problema dos
modelos de trafego auto-similar. Essa defini¢do rigida de auto-similaridade dificilmente
¢ atendida por processos reais. Em primeiro lugar, a definicdo (2.1) ¢ valida para
qualquer a real e positivo. Isso implica que a auto-similaridade existe para qualquer
escala e que a relagdo entre os fatores de escala se mantém a mesma para todas as
escalas. Em trafegos reais, no entanto, a auto-similaridade s existe para um nimero
finito de escalas e a relagdo entre os fatores de escala se mantém apenas
aproximadamente iguais para as diferentes escalas. De fato, os trafegos reais sdo,
tipicamente, assintoticamente auto-similar, ou seja, apresentam caracteristicas auto-
similares apenas para escalas muito grandes. Além disso, a auto-similaridade implica,
como pode ser visto pela equagdo (2.5), que todo momento de ordem q (caso exista) sao
controlados por um unico pardmetro H, o que ndo acontece com dados empiricos. No
caso da modelagem de trafegos, na maior parte das vezes, modelos de auto-similaridade
com apenas um parametro sdo validos para grandes escalas enquanto mais parametros

sdo necessarios para modelagem em pequenas escalas.

A primeira generalizacdo de um processo exatamente auto-similar pode ser feita
considerando que o processo serd exatamente auto-similar de segunda ordem quando a
relacdo (2.1) € valida para as estatisticas de até segunda ordem. Essa defini¢do ainda ¢
muito estrita para ser usada como modelo de processos reais, pois generaliza a auto-
similaridade apenas no que diz respeito aos momentos de ordem n. Por esse modelo
todas as estatisticas de até segunda ordem (como variancia, fun¢do de autocorrelacdo e
coeficiente de autocorrelagdo) ainda sdao completamente determinadas pelo pardmetro

de Hurst em todas as escalas.

Outra possivel generalizagdo ¢ considerarmos o processo com dependéncia de
longa duracdo definido na secdo 2.2. Essa definicdo generaliza a funcdo de
autocorrelacdo de um processo auto-similar. Como vimos, a fun¢do de autocorrelagdo
de um processo auto-similar exibe, assintoticamente, exatamente o0 mesmo
comportamento da fun¢do de autocorrelacdo de um processo com dependéncia de longa
duracdo definido por (2.11). Ou seja, a relacdo (2.15) ndo precisa ser valida para todas

as escalas, basta que ela seja valida assintoticamente (para escalas grandes).

12



Outros dois modelos que generalizam o modelo auto-similar no que diz respeito
a escala sdo o processo forte assintoticamente auto-similar de segunda ordem e o

processo assintoticamente auto-similar de segunda ordem.

Um processo ¢ chamado de forte assintoticamente auto-similar de segunda
ordem quando as variancias de seus processos agregados sdo da seguinte forma:
m—>0

Lim var(X™ )~ m™, com H = 1—§ (2.19)

O processo ¢ chamado de assintoticamente auto-similar de segunda ordem

quando a relagdo (2.16) ¢ valida apenas assintoticamente:
) 1 2H 2H 2H
Lim p'™ (k) = [+ 17+ =1 = 2] (2.20)

A relagdo entre processos exatamente auto-similares, assintoticamente auto-
similares, forte assintoticamente auto-similares e com dependéncia de longa duragdo

esta demonstrada na figura 2.2, como provado em [18].

Exatamente auto-similar de
segunda ordem

Dependéncia de longa
duragéo

Forte assintoticamente auto-
similar de segunda ordem

Assintoticamente auto-similar
de segunda ordem

H § [0 N

Figura 2.2 — Relagdo entre diferentes tipos de processos

Como podemos perceber pela figura 2.2, dentre as generalizagdes estabelecidas
para um processo auto-similar, o processo exatamente auto-similar de segunda ordem ¢

0 mais estrito e o assintoticamente auto-similar de segunda ordem ¢ o mais geral.
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De acordo com o que foi visto, os modelos que podem ser usados para
caracterizar um trafego real, definem apenas o comportamento estatistico dos trafegos
para grandes escalas. No entanto, a correlagcdo do processo em escalas pequenas também
podem influenciar na resposta de um sistema a esse trafego. Com o intuito de se
modelar o comportamento do trafego também para escalas pequenas foi proposto o

trafego multifractal.

2.4. Movimento Browniano Fracionario (fBm) e Ruido

Gaussiano Fracionéario (fGn)

O Movimento Browniano fracionario ¢ o mais usado modelo de processo auto-
similar. Isso se deve ao fato dele ser o inico processo auto-similar gaussiano que possui
incrementos estacionarios. Além disso, como provado em [2], a superposicao de varias
fontes ON/OFF com a distribui¢do do periodo ON sendo de cauda pesada resulta, pelo
teorema do limite central, em um processo auto-similar gaussiano. O processo de

incrementos do fBm ¢ o ruido Gaussiano fracionario.

Como o fBm ¢ um processo auto-similar com incrementos estacionarios (H-
sssi), ele e seu processo de incrementos, fGn, possuem todas as caracteristicas derivadas
anteriormente para um processo H-sssi e para seu processo de incrementos

respectivamente.
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3. Trafego Multifractal

Como mencionado anteriormente, a modelagem de um trafego real por um
trafego auto-similar controlado apenas pelo pardmetro de Hurst geralmente ¢ valido
para escalas grandes. No entanto, para escalas pequenas ele normalmente nao ¢ muito
adequado. Veremos nessa secdo, como o parametro de Hurst influencia o trafego em
pequenas escalas e definiremos um modelo mais complexo para o comportamento do

trafego em pequenas escalas.

Para analisarmos a influéncia do parametro de Hurst em pequenas escalas ¢
necessario introduzirmos o conceito de regularidade de Holder pontual. A regularidade
de Holder pontual descreve a regularidade das fun¢des amostras de um processo
estocastico por meio de uma comparagdo local com uma fungdo que siga uma lei de
poténcia. Um sinal X(t) ¢ dito ter regularidade de Holder h > 0 em t; se for possivel

encontrar um polindmio de grau n = \_hj e uma constante K > 0 tal que:
X ()~ Pt —,)| < K|t~ 1, (3.1)

No caso em que 0 < h < 1, a parte regular de X(t) se reduz a P,(t-tg) = X(to),

simplificando a relagdo (3.1) em uma relagdo baseada apenas em incrementos da forma:
X (2, + ) - X (1) < Ko (3.2)

O maior valor de h é chamado de expoente Holder. O expoente de Hdolder indica a
regularidade local do processo. Um processo que possua expoente de Holder constante

em toda a fun¢do amostra, para qualquer ty, ¢ chamado de monofractal.

O expoente de Holder generaliza a noc¢dao de diferenciabilidade, e serve para
fornecer uma medida da regularidade da fun¢do amostra na vizinhanga. Se o expoente
de Holder estiver entre 0 e 1, o processo ¢ continuo e ndo diferenciavel em t;. O
expoente de Holder ¢ utilizado para caracterizar a singularidade. Quanto menor for o

expoente de Holder (entre 1 e 0) maior € a variagdo local das fungdes amostras. Para o
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caso de um trafego de rede, um expoente de Holder menor em ty significa um surto de

trafego com mais intensidade na regido de t.

Muitas vezes a regularidade de Holder é estudada através do processo de

incrementos de acordo com a seguinte relagao:
E[x@t+8)- X0 ~o*[",6 >0 (3.3)

De fato, o comportamento descrito em (3.3) para um processo com incrementos

estaciondrios ¢ fortemente relacionado com a regularidade de Holder.

Para o caso de um processo auto-similar como o fBm, pode ser mostrado que a
relagdo (3.2) ¢ valida para qualquer h < H em praticamente todas as fun¢des amostras
para qualquer valor de t,. Confirmando que o processo auto-similar possui uma
caracteristica monofractal, controlada por H. Isso significa que o processo possui

oscilagcdes com igual for¢a durante todo o tempo.

Apesar de uma prova rigorosa ser dificil, podemos ter uma forte intui¢ao da
caracteristica monofractal de um processo fBm. Como ja foi visto, um processo auto-
similar com incrementos estacionarios (H-sssi) possui incrementos com valor

quadratico médio dado por:
E[v(s,0] = E[x(t+8) - X0 = E[x)|s]"”

Supondo que X(t) seja Gaussiano, ou seja, restringindo o processo X(t) para o
movimento Browniano fracionario e Y(t) para o ruido Gaussiano fracionario, temos que

a maior parte das amostras esta a poucos desvios padroes da média. Isso quer dizer que

as oscilagdes de X em intervalos de tamanho 3, serdo proximas de 6/ E [X (1)]2 para

toda a funcdo amostra, independente de t.

Podemos conseguir um modelo mais geral permitindo que h em (3.3) seja uma
funcdo variante no tempo h(t). Um processo desse tipo pode descrever um processo que
possui, localmente, caracteristicas de um fractal que variam ao longo do tempo. Caso 0

< h(t) < 1 seja uma funcdo deterministica que varia com regularidade, entdo o processo
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X € chamado de “multifractional”, ou, se X for também Gaussiano, ele ¢ chamado de
localmente auto-similar. Apesar de esse modelo ser localmente fractal com um expoente
que varia ao longo do tempo, ele ndo pode ser chamado de multifractal por dois
motivos: h(t) € deterministico, ou seja, para um determinado tempo t; a regularidade de
Holder pontual ¢ sempre a mesma para qualquer fun¢do amostra. No entanto, h(t) ¢
aleatorio para um processo multifractal. Além disso, h(t) varia regularmente, mas em
processos multifractais h(t) varia irregularmente, podendo assumir valores muito

distantes em qualquer intervalo de tempo.

Muitas vezes, trafegos reais na rede possuem caracteristicas de multifractais.
Isso quer dizer que o expoente de Holder do processo, definido para cada fungdo
amostra como sendo o maior h tal que (3.1) ¢ verdadeiro, ¢ uma variavel aleatoria e
varia erraticamente para cada to. Ou seja, a regularidade h(t) de um processo multifractal

também € um processo estocastico.

Para os processos multifractais, as variacdes da regularidade ndo sdo descritos
por uma fun¢do h(t), mas pelo chamado espectro multifractal. O espectro multifractal
D(h) fornece informacdo em relacdo a quantidade de pontos que possuem expoente de
Holder h(t) = h. O expoente de Holder pode ser definido de uma fungdo amostra de X(t)

da seguinte forma:

log|X (1 + ) — X (1)

ht) = 10g|5|

50 (3.4)

Alternativamente, se dividirmos X(t) em 2" intervalos de tamanho 2™, o

expoente de Holder pode ser definido alternativamente pela equacdo (3.5). Para
facilitarmos a notagdo definimos que k 2™ — ¢ quer dizer que te[k,27",(k, +1)27"),

com n — . Logo, o expoente de Holder pode ser definido da seguinte forma:

) loglX((k, +1)27")- X (k,27")
- kn21’”m—>t log‘T”‘

h(O)= lim toglX ((k, +1)2 ") X (k,2™")
k, 27"t log‘(kn +1)2—n _knz_n

h(t) = kl}gr&t—%logz‘X((kn +127)- X (k,2)
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h(t) = knlzin_n a, emquea, = —%logz‘X((kn +1)2*")_ X(knz*”} (3.5)

Baseado na defini¢do (3.5), que considera a divisdo de X(t) em 2" intervalos de

tamanho 2™, podemos definir matematicamente o espectro multifractal:

D(h) = lim lim - log, m (3.6)

£-0 n—>o p

em que m representa a quantidade dos 2" intervalos que possuem expoente de holder

aproximadamente igual a h, ou seja, cujos a,; €(h—é&,h+¢).

Por definigdo, temos que 0 < D(h) < 1. Para um processo monofractal, em que
h(t) = H para todo t, temos que D(H) = 1 e D(h) = 0, Vh# H . Para processos
multifractais o espectro multifractal, definido em (3.6) para cada fun¢do amostra, ¢

aleatorio.

Muitas vezes, ¢ mais facil derivar o espectro multifractal a partir das funcdes de

parti¢do, definidas como:

r(q) = hmbgoSTgéq), comS,(q) =Y |X((k+1D5)- X (ks )’ (3.7)

50 ]

Ou analogamente:
. 1 —-n —n
(q) = lim~log, £[S,(¢)} com$, () = X |x((k, +027)}-x(k, 2" ] (38)
kn

Pode ser provado [16] que o espectro multifractal se relaciona com as fungdes de

particao a partir da transformada de Legendre da seguinte forma:
7(q) = D'(q) = inf(gh ~ D(h)) (3.9)

Se 1(q) existir e for diferenciavel pode ser provado [ref] que o dual também ¢

valido. Ou, seja:
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D(h) =" (h) = inf(qh - 7(q)) (3.10)

Essa relacdo ¢ chamada de formalismo Multifractal. A resolu¢do da equagado

(3.10) pode ser dada por (3.11):

Caso7''(q)<0:

. (3.11)
T (h)y=qgh—1(g),comh=17'(q)

A partir das relacdes dadas pelo formalismo multifractal podemos derivar o
espectro multifractal de um processo auto-similar com incrementos estacionarios.

Primeiro derivamos a fungao de parti¢do de um processo auto-similar:
21 . Y
E[S,(9)]= E{Z‘X((kn +127)- X (k,27) }
k,=0

J& que X(t) possui incremento estacionarios, temos que:

£ls,@]=2 5 x| =22 ey J= 2o el

) 1 qH —1 paraq>—1,
7(g)=lim-— E[s, (q)]={
no — o0 paraq<-1

Pelo formalismo multifractal, o espectro multifractal ¢ dado por:
D(h)=1"(q)
cuja resolugdo ¢ dada por:
D(h)=qH-7(q) = qH-(qH-l) =lLcomh=17'(q)=H

Ou seja, como esperado, o processo auto-similar ¢ monofractal e possui

expoente de Holder H para qualquer ponto da fun¢do amostra, independente de t.
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3.1. Cascatas Multiplicativas

Uma classe de modelos que possuem caracteristicas ricas suficientes para
modelar as propriedades de um processo multifractal sdo as cascatas multiplicativas. A
construcdo de uma cascata multiplicativa ¢ baseada na criacao iterativa dos detalhes do

processo em escalas mais finas, a partir de escalas mais amplas, de forma multiplicativa.

Uma das cascatas multiplicativas mais usadas ¢ a cascata binomial. A cascata

binomial pode ser definida para um intervalo de tamanho N da seguinte forma:

X(@k+1/2)-x(2k) /2 )iM;;l (X (ke +1y/27)-x((K)12"))
iml (3.12)
=[ ™, (x(v)- X(0))

i=1

Os multiplicadores My;' sdo variveis aleatorias independentes positivas e a soma
dos multiplicadores “irmaos” ¢ 1: My ™! + My™! = 1. A cascata binomial pode
construida iterativamente da seguinte forma. Um intervalo de tamanho T que possua
valor My" é dividido na metade em dois intervalos de tamanho T/2 que possuem valores
Mo "™ ML € Mo ™ 'M,". Como a soma dos multiplicadores “irmdos” é 1, a soma dos
valores dos dois intervalos de tamanho T/2 na escala menor ¢ igual ao valor do intervalo
de tamanho T na escala anterior. A figura 3.1 ilustra as trés primeiras etapas da
construcdo de uma cascata binomial e a figura 3.2 mostra uma fun¢do amostra criada

utilizando esse método.

&

Figura 3.1 — Construcido de uma cascata binomial
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Figura 3.2 — Fungdo amostra criada utilizando-se o método da cascata binomial

Podemos ter uma intuigdo bem forte da multifractalidade das cascatas
multiplicativas a partir de (3.12). J& que os My sdo varidveis aleatorias positivas
independentes, temos que, diferentemente de um processo monofractal, a relagdo entre
escalas diferentes em um processo vai depender das Mkii e sera diferente para diferentes
pontos do processo. De fato, a forma do espectro multifractal para uma cascata
multiplicativa possui, tipicamente, a forma N, enquanto que para processos auto-

similares, como mostrado anteriormente, ¢ formado por apenas um ponto em H

(DH)=1).
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4. Inferéncia

A maior parte dos sistemas reais possui uma ou mais fontes de aleatoriedade.
Tipicamente essas fontes sdo representadas pela sua esperanca ou pela distribuicdo de
probabilidade. Muitas vezes, a representacdo da aleatoriedade em um sistema por sua
esperanca pode ser enganosa (a ndo ser que sua varidncia seja muito pequena) e
normalmente é usada apenas quando ndo ¢é possivel extrair informagdes suficientes da
fonte de aleatoriedade. O problema de se modelar fontes de aleatoriedade por sua média

pode ser pelo seguinte exemplo.

Suponha uma fila M/M/1 cujo tempo médio entre duas chegadas consecutivas
seja de 0,5 segundos e cujo tempo médio de atendimento seja de 0,4 segundos. Nesse
caso, o atraso médio do sistema (tempo médio que cada usuario demora a ser atendido)
seria de 2 segundos. Se modelassemos as fontes de aleatoriedade desse sistema por suas
respectivas médias, ou seja, se os tempos entre suas chegadas fossem sempre
exatamente 0,5 segundos e os tempos de atendimento fossem sempre 0,4 segundos,
entdo cada usudrio seria imediatamente atendido e o atraso médio do sistema seria dado

somente pelo tempo de atendimento (0,4 segundos).

Além disso, caso ndo se escolha a distribui¢do correta para modelagem das
fontes de aleatoriedade, a precisao do modelo também pode ser afetada. Isso pode ser

mostrado da seguinte forma.

Fizemos duas simulagdes de filas que possuam um servidor e com tempo médio
entre as chegadas de 0,5 segundos. Na primeira simulagdo fizemos o tempo entre as
chegadas com distribui¢do exponencial e na segunda com distribuicdo de Rayleigh. Em
ambos o0s casos, fizemos a distribuicdo do tempo de atendimento como sendo
exponencial com média de 0,4 segundos. Em cada simulagdo utilizamos um milhdo de
amostras. Na primeira obtivemos um atraso médio no sistema de aproximadamente
2,003 segundos e na segunda obtivemos uma atraso médio de aproximadamente 1,324

segundos.

Caso seja possivel coletar dados do processo estocastico que se deseja modelar,

podemos utiliza-los para simularmos o processo estocastico das seguintes formas:
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1.

Utilizar os proprios valores dos dados coletados na simulagao.

2. Utilizar os proprios valores para definir uma fun¢do de distribuigao

3.

empirica e gerarmos os valores da simulagdo de acordo com essa

distribui¢ao.

Utilizar técnicas de inferéncia estatistica para estimar uma forma de
distribuicdo tedrica, como a distribui¢do exponencial. Os valores da

simulagdo seriam entdo gerados a partir dessa distribui¢do tedrica

Se for utilizado o método 1, a simulacao s6 podera reproduzir o que ja aconteceu

historicamente no sistema e muitas vezes nao ¢ possivel obter dados suficientes para

todas as simulagdes desejadas. Quando se utiliza o método 2, pode-se, por exemplo,

utilizar o método de geragdo por inversdo para gerar valores i.i.d (independentes e

identicamente distribuidos) com a distribui¢do empirica dos dados obtidos. Dessa

forma, quaisquer valores entre o minimo valor observado e o maximo valor observado

pode ser obtido, evitando os problemas do método 1. Por isso, o método 2 geralmente ¢

preferivel ao método 1.

Caso seja possivel achar uma distribuicdo tedrica que modele os dados

observados, o método 3 ¢ preferivel aos outros 2 métodos pelas seguintes razoes:

A distribuicao tedrica obtida a partir dos dados observados pode ter
algumas irregularidades, principalmente se a quantidade de dados for
pequena. Uma distribui¢do tedrica ameniza essas irregularidades e
podem fornecer mais informagdes sobre o processo estocastico, a partir
de parametros dessa distribui¢do. Dessa forma, pode-se gerar valores a
partir dessa distribui¢ao modificando seus parametros de forma a estimar
o comportamento do sistema em diferentes situagdes . Por exemplo, caso
se determine que os tempos entre chegadas em uma fila se adaptam a
uma distribuicdo exponencial com determinada média, pode-se estimar
como o sistema se comportaria caso o tempo médio entre as chegadas
fosse menor. Assim, seria possivel modelar o sistema para o caso de uma

taxa de utilizacao maior.
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e Utilizando-se o método 2 para gerar valores a partir do método da
geracdo por inversdo, ndo ¢ possivel gerar valores fora do intervalo dos
dados observados. No entanto, algumas vezes a performance do sistema
depende da probabilidade de ocorréncia de eventos “extremos” que

podem estar fora do intervalo de dados observados.

e Algumas vezes existem razodes fisicas fortes para o uso de determinada

distribuicao na modelagem de determinado processo estocastico.

e Uma distribuicdo tedrica ¢ uma forma muito mais compacta de se
representar um conjunto de dados que uma distribui¢do empirica.
Normalmente, caso a distribui¢do for estimada a partir de n valores, ¢
necessario armazenar 2n valores para representagdo da distribuicdo
empirica, enquanto que para uma distribuicdo tedrica basta sua p.d.f,

definida por poucos parametros.

Além da distribuicdo, podem ser simuladas outras caracteristicas estatisticas do
processo que influenciam no desempenho do processo, como a auto-similaridade e a
dependéncia entre as amostras. Essa influéncia pode ser ilustrada pelas seguintes

simulagdes.

Simulamos 5 filas com o processo de chegadas sendo um processo auto-similar
Gaussiano (fBm). Nas 5 simulacdes estabelecemos uma média de 10 pacotes por 0,1
segundos com varidncia de 10, variando apenas o parametro de Hurst. Os tempos de
servico para todas as simulacdes foram gerados de acordo com uma distribuicdo
exponencial com média 0,009. Como mostrado no capitulo 2, o parametro de Hurst
mede o grau de auto-similaridade do processo e, além disso, vimos que quanto maior o
parametro de Hurst em um processo auto-similar maior a dependéncia de longa duracdo
(sua funcdo de autocorrelacdo decai mais lentamente). Escolhemos os parametros de
Hurst variando de 0,5 at¢ 0,9 (mantendo sempre a mesma distribuicao). As figuras
abaixo mostram a distribui¢do de cauda do atraso desse sistema de cada uma das
simulagdes. A distribui¢do de cauda indica a probabilidade do atraso no sistema ser

maior que certo valor.
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Como pode ser visto pelas figuras acima, mesmo mantendo a mesma
distribuicdo para os processos de chegada de todas as simulacdes (todos os processos de
chegada possuem distribui¢do gaussiana com mesma média e variancia), a distribui¢ao
de cauda do tempo de atraso no sistema ¢ mais pesada quanto maior for o parametro de
Hurst. Isso quer dizer que uma maior porcentagem dos pacotes possui atraso maior que
determinado valor. Assim, percebemos que em alguns casos a modelagem do processo
estocastico baseado somente em sua distribui¢do, desconsiderando qualquer
dependéncia entre os valores de suas func¢des amostrais, pode ser enganosa € ¢
necessario inferir sobre outras caracteristicas estatisticas do processo para sua correta

modelagem.

Nesse capitulo mostraremos métodos de se estimar diversos parametros de um
processo estocastico, como média, variancia e pardmetro de Hurst. Além disso,
mostraremos métodos de se verificar a semelhanga entre a distribui¢do do processo

estocastico analisado e distribui¢des tedricas existentes.
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4.1. Estimacédo de Média e Variancia

Supondo X, X, ..., X, varidveis aleatérias independentes identicamente
distribuidas com média finita p e varidncia finita 6. Nesse caso o estimador dado pela

média amostral definido por (4.1) é um estimador de p sem viés.

n

>x

fn) = F— @.1)
n

Um estimador sem viés significa que, se realizarmos vdarios experimentos

independentes, cada um com média amostral z (n), entdo a esperanca dos /z(n)’s sera

. Isso pode ser demonstrado da seguinte forma:
. 1< 1< 1
E[a(n)]=E ;ZX,- = ;ZE[X,] ==
i=l i=1

Pode se mostrar também que, para observacdes independentes, a variincia

amostral definida por (4.2) também é um estimador sem viés para 6°.

n

Z [Xi - :&(n)]2
6°(n) == (4.2)

n-—1

Demonstramos que esse estimador ndo possui viés da seguinte forma:

i=1

El6*(n)]= E{ﬁi[)( ;— ﬁ(”)]z} = ﬁE{Z b - 2x 4 + ;}(nyﬂ

(n—DE[6*(n))= iE[Xﬁ]—ZE{iXi[J(n)}+iE[ﬁ(n)2]

Como ZXZ. = ng(n) entdo:

i=l

(n— I)E[&2 (n)] = nE[XI.2 ]— 2nE[[1(n)2 ]+ nE[,[z(n)z] = nE[Xl.2 ]— nE[,[z(n)z]

=L Elx]- Elany]
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O valor de E[,[l(n)z] ¢ dado por:

E[,[l(n)z]= Var[[t(n)]+ (E[,&(n)])2 = Var[lzn:Xi} vt = szar{zn:)(l} + 4’
noi n i=i

E[,[t(n)z]z ! Zn:az+y2 =%02+,u2

)
n°- -

Logo temos:

n—-lE[é'z(n)]Z E[Xiz]—(lﬁz +quj = 02 —|—’u2 —102 _’uz :(]_ljaz — l’l—lgz
n n n

E[&2 (n)] =0’

4.2. Especificacdo de Distribuicbes TeoOricas Baseada em

Dados Observados

A especificagdo da distribuicdo teorica que melhor aproxima um determinado

processo estocastico envolve basicamente os trés seguintes passos:
e Definicao das familias de distribui¢des
e [Estimagdo dos parametros das distribui¢des
e Determinar o qudo representativo ¢ a distribui¢do escolhida

O primeiro passo consiste entre as familias de distribui¢ao (e.g. exponencial,
gaussiana, weibull) que parecem ser apropriadas, sem se preocupar com os valores dos
parametros dessas familias de distribui¢do. Em alguns casos, um conhecimento tedrico
sobre o processo estocastico que se deseja modelar pode ajudar a selecionar as possiveis
distribui¢des que podem modelar esse processo, mesmo antes de obter dados em relagao
ao processo. No entanto, dificilmente temos conhecimento tedrico suficiente sobre o
processo fisico que nos permita selecionar apenas uma possivel distribuicdo. Além
desse conhecimento tedrico, algumas medidas como média e varidncia pode nos dar
uma idéia das possiveis distribui¢des. Por exemplo, no caso de uma distribui¢do

exponencial, o coeficiente de variagdo cv = o/u € igual a 1, logo, um coeficiente de
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variagdo amostral proximo de 1 sugere que a distribuicdo do processo seja exponencial.
Outro método de se verificar as possiveis familias de distribui¢do ¢ verificando a forma
do histograma, que ¢ basicamente uma estimativa grafica da funcdo densidade de

probabilidade.

Depois de definir um ou mais candidatos para as distribuigdes, deve-se
especificar os valores de seus parametros para especificar completamente as possiveis
distribui¢des a serem usadas. Dois métodos classicos para estimagdo dos pardmetros sao
o método da maxima semelhanga (MLE) e o método dos momentos (MOM). O método
dos momentos estima o pardmetro igualando os momentos tedricos aos momentos
amostrais (caso o parametro possa ser dado em fun¢do dos momentos da distribui¢ao) e
resolvendo a equacdo em funcdo do pardmetro. Por exemplo, no caso de uma
distribuicao exponencial, o parametro A ¢ igual a 1/u, em que p € a média do processo.

Pelo método dos momentos, o estimador de A €:

O estimador de maxima semelhanga ¢ definido da seguinte forma. Primeiro
definimos a fun¢do de semelhanga em fun¢do do pardmetro 6 desejado como sendo a
funcdo densidade probabilidade conjunta de se obter os n valores observados para
aquela distribui¢do. Ou seja, caso os valores observados X, X, ... ,X, sejam i.i.d. a

funcdo de maxima semelhancga ¢ dada por:

L(0) = po(X))pp(X)-..0p(X,)

Assim, o estimador de maxima semelhanca ¢ definido como sendo o valor de 6 que
maximiza a fungcdo de maxima semelhanga. A idéia por tras desse estimador ¢ mais
facilmente percebida para o caso de uma distribui¢ao discreta. Nesse caso, a fungdo de
maxima semelhanga d4 a probabilidade de se obter os n valores observados para a
distribui¢@o escolhido com dado parametro 6. Assim o parametro que maximize L(0) ¢
o parametro que melhor explica os dados observados para determinada distribui¢ao.

Para o caso de uma distribui¢do exponencial, o MLE ¢ obtido da seguinte forma.
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Primeiro definimos a fun¢do de maxima semelhanca como sendo (para o caso de

variaveis independentes identicamente distribuidas):
1) =T Tr(x) - Tae ™ e T
=1 i=l

Nesse caso, ¢ mais facil acharmos A que maximiza o logaritmo natural de L(A), que € o

mesmo A que maximiza L(A). Assim obtemos:

max(In(L(2))] = max[nIn(2)- 232, X,

Calculando a derivada de In(L(A)) em relagdo a A e igualando a zero, obtemos o valor

maximo de A.

0 noo
aln(L(/i)) =" > X, =0

Logo o MLE da distribuicdo exponencial ¢ dado por:

n

n

A=

i=1

Podemos ver que para o caso da distribuicdo exponencial o estimador MLE e o
estimador MOM sdo equivalentes. No entanto, esse ndo ¢ o caso para todas as
distribuicdes. O estimador MLE costuma ter propriedades estatisticas melhores que o

método dos momentos e deve ser escolhido quando possivel.

Apds determinar completamente uma ou mais distribuigdes que podem
corresponder aos dados observados, seguindo os dois primeiros passos explicados
anteriormente, devemos entdo examinar melhor essas distribui¢des para verificar o quao
bem elas representam a distribuicio do processo estocastico e determinar qual
distribuicao ¢ a melhor escolha. Para isso, normalmente sdo utilizados os chamados
goodness-of-fit tests. Esses testes sdo testes de hipoteses estatisticas usados para definir
se as observagdes X, Xz, ... ,X; sdo amostras independentes de uma determinada
distribuicao F.
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Um dos mais usados e mais antigos teste de hipotese € o teste do qui-quadrado.
O teste do qui-quadrado pode ser pensado como uma comparacdo formal de um
histograma com a fun¢do densidade de probabilidade tedrica. Para calcular o valor do
qui-quadrado, primeiro deve-se dividir a distribuicdo em k intervalos adjacentes. Em
seguida se verifica o nimero N; de observagdes em cada intervalo. Em seguida
calculamos a proporgao esperada p; de ocorréncias em cada intervalo para a distribuicdo

desejada. Para o caso continuo temos:
N, =numerode X;'s no j-¢ésimointervalo[a,,a;)

b= [ Foods

4j1

sendo f(x) a funcdo densidade probabilidade da distribui¢do. Assim, o valor do qui-

quadrado ¢ dado por:

=1 np;

kK \N.—np.
z2= ( J p])z (43)
=
Como np; ¢ a quantidade esperada de observacdes que cairiam no j-€simo
intervalo, se a hipotese fosse verdadeira, o valor de y* deveria ser pequeno. Logo,

.. , 7 2 :
rejeitariamos a hipotese caso x~ fosse muito grande.

Pode ser provado que, se todos os parametros da distribui¢do forem conhecidos
de antemao e se os valores observados realmente corresponderem a varidveis aleatorias
independentes com a distribui¢do teérica estimada, entio o valor obtido pelo
converge, 2 medida que n —oo, para uma distribuigdo de ¥* com k-1 graus de liberdade,
em que k ¢ o niimero de intervalos. Entdo podemos definir um valor limite 3.1 1., para
o qual aceitariamos a hipdtese. O valor limite corresponde ao ponto em que, para uma
variavel aleatoria X que possua uma distribuicao de qui-quadrado com k-1 graus de
liberdade, a probabilidade de X ser maior que esse valor seja P(X > ¥*.1.10) = a. Ou

seja, a probabilidade de errarmos rejeitando a hipotese seria de a.

No caso de termos m parametros estimados a partir dos dados, entdo a

distribuicio dos y*'s calculados caso a hipdtese seja verdadeira nio seguird uma
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distribuicdo de qui-quadrado com grau de liberdade k-1. No entanto, caso o método
. . . o~ 24 ~
utilizado seja o MLE, pode ser provado que a distribuicdo dos s calculados estdo
entre as fungdes de distribuicao de qui-quadrado com k-m-1 graus de liberdade e com k-
1 graus de liberdade. Nesse caso, fica claro que devemos aceitar a hipdtese caso o valor
. 2 .. . . 2
calculado seja menor que ¥ k.m-1,1-¢ © rejeitar caso ele seja maior que ¥ x.1,1-. NO entanto
- . . 2
ndo fica claro o que deve ser feito caso o valor caso o valor calculado esteja entre ¥ k.m-
2 . . . .,
1.1-a € A k-1.1-a- Conservativamente ¢ aconselhado rejeitar a hipotese somente caso o valor
calculado seja maior que sz-l,l-a, pois assim garantimos que a probabilidade de errar
rejeitando-se a hipotese ¢ menor ou igual a a. No entanto isso diminui o poder
(probabilidade de se rejeitar uma hipotese falsa) do teste. Caso m ndo seja maior que 2,
e caso o numero de graus de liberdade seja suficientemente grande, a diferenca entre os
2 2 ~ L .
valores ¥ k-m-1.1-a € Y k-1.1-« N30 serd muito grande e a perda do poder do teste ao seguir a

recomendacdo mais conservativa ndo sera muito grande.

Uma das maiores dificuldades de se implementar um teste de qui-quadrado
consiste em escolher o tamanho e o numero de intervalos. Existem basicamente dois
modos de se escolher os intervalos: intervalos iguais ou probabilidades iguais. No
primeiro caso determinamos o maior € o menor valor da amostra e dividimos em k
intervalos iguais. No segundo caso, a partir da distribui¢do que estd sendo avaliada,
escolhemos os k intervalos de forma que todos os p;’s tenham o mesmo valor. Em
qualquer um dos casos o numero de intervalos deve ser escolhido de forma que cada
intervalo possua um niimero significativo de amostras. Geralmente ¢ aconselhado que o
método escolhido seja 0 método de probabilidades iguais de forma que np;> 5 para todo

j (no caso continuo).
4.3. Estimacgdo do Parametro de Hurst

Estimar o pardmetro de Hurst ¢ algo muito dificil mesmo para tragos gerados
artificialmente, como pode ser verificado pelos testes de [12] e [13]. Na andlise de
tragos reais, essa estimacdo se torna ainda mais dificil. Um processo que ndo possua
dependéncia de longa duracdo e apresenta componentes com certa periodicidade pode
enganar os estimadores, podendo revelar, falsamente, valores altos para o pardmetro de

Hurst. Além disso, trends presentes nos dados podem também levar a conclusdes
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erradas. Para tragos reais, muitas vezes € necessario realizar um pré-processamento dos
dados, de forma a tentar remover qualquer periodicidade percebida ou qualquer “trend”

presente no trago.

Devido a toda a dificuldade na estimagdao do parametro de Hurst, nunca ¢
aconselhavel confiar em apenas um tipo de estimador e deve ser sempre fornecido, junto
com a estimativa, o método utilizado. Apresentaremos nessa se¢cdo quatro dos mais

usados métodos:
e Estimador Whittle
e Mc¢todo Variance-Time Plot
e Mc¢todo de Kettani-Gubner

e M:¢étodo do Periodograma

4.3.1. Estimador Whittle

Suponha que {x;} represente a fun¢do amostra de um processo auto-similar X
que possua parametro de Hurst desconhecido. Para estimar o pardmetro de Hurst,
primeiro determinamos a densidade espectral de poténcia f(A,H) do processo X
normalizado para ter variancia 1, e o periodograma I(A) da fungdo amostra {x}. Como o
processo X € um processo auto-similar, sua densidade espectral de poténcia pode ser

escrita em funcdo do pardmetro de Hurst. Entdo para estimarmos o parametro de Hurst,

achamos o valor de A que minimiza a seguinte integral:

glf)= jﬂ[% (4.4)

Esse método se baseia no fato que, caso X seja um processo auto-similar, as
ordenadas do periodograma de sua funcdo amostral sdo assintoticamente independentes
e exponencialmente distribuidas com média f(A,H). Caso o processo analisado seja
realmente auto-similar, esse método apresenta boas estimag¢des do parametro de Hurst.

Duas desvantagens desse método € que ele ¢ mais custoso computacionalmente que os
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demais métodos aqui apresentados e que, como devemos calcular a densidade espectral
de poténcia do processo, ele ¢ especifico para cada tipo de processo auto-similar. Ou
seja, o estimador para um processo auto-similar fGn deve ser diferente que o estimador
para um outro processo auto-similar (e.g. fARIMA), ja que suas densidades espectrais

de poténcia sao diferentes.

4.3.2. Método Variance-Time Plot

O método variance-time plot ¢ baseado na propriedade indicada por (2.18)
demonstrada anteriormente para processos auto-similares. De acordo com essa

propriedade temos que:

Var(X(m))z clm_””, com H = —ﬁ
Tirando o logaritmo dessa equagao temos que:
log[var(X“”))] = log(cl )- ﬂlog(m) (4.5)

Para se estimar o pardmetro de Hurst, primeiro plotamos o grafico log(var(X™))
vs log(m) e calculamos a inclinacdo B da reta que melhor aproxima esse grafico. O

parametro de Hurst entdo ¢ dado por H=1— /2.

4.3.3. Método de Kettani-Gubner

Esse método foi apresentado por Houssain Kettani e John A. Gubner em [11] e
se baseia no coeficiente de autocorrelacdo de um processo auto-similar dado por (2.16).
Como visto anteriormente um processo ¢ exatamente auto-similar de segunda ordem

quando seu coeficiente de autocorrelagdo € descrito pela seguinte equacao:
1
o) =S P -1 -2
Para k =1 temos:

p(l) — 22H—1 _1
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E definido entdo um estimador para o parametro de Hurst como sendo:
i = [1+1og(1+5,0))] (4.6)
Em que p, (k) ¢ o coeficiente de autocorrelagdo amostral dado por:

_ G0

p, (k)= Z.(0)

n—k

(k) =~ 5 (X, - am)X,., - an)

i=1

Onde f(n) ¢ a média amostral definida anteriormente.

4.3.4. Método do Periodograma

Esse método baseia-se na forma da densidade espectral de poténcia de um
processo com dependéncia de longa duragdo, dado pela equagdo (2.12). Como vimos, a

densidade espectral de poténcia perto da origem possui a seguinte forma:
fe(A) ~ey|A| 7,2 > 0,7 €(0,1)
Tirando o logaritmo da equagdo acima obtemos:

log(fy (1)) = log(c,)-ylog(A)

Comparando as equacgdes (2.11) e (2.13), percebemos que, para o caso de um processo
pelo menos assintoticamente auto-similar de segunda ordem, y = 2H — 1. Como o
periodograma I(A) ¢ uma estimativa da densidade espectral de poténcia do processo, o
parametro de Hurst pode ser estimado a partir do grafico do periodograma. Para isso
basta plotarmos o grafico log(I(A)) vs log(A) para valores pequenos de A e estimarmos y
a partir da inclinagdo da reta que melhor aproxima esse grafico. O parametro de Hurst ¢

entdo estimado por:

= 77” (4.7)
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5. Geragao de Trafego

Para simularmos um trafego na rede devemos determinar os tempos de saida (ou
chegada) de cada pacote. Como um trafego real € um processo estocastico, esses valores
sdo aleatorios. Outra possivel fonte de aleatoriedade de um trafego ¢ o tamanho de seus
pacotes. Entdo, para simularmos um trafego utilizamos dois geradores de variaveis
aleatdrias: um para gerarmos os tempos entre dois pacotes sucessivos (determinando os
tempos de saida ou chegada de cada pacote) e outro para gerarmos os tamanhos de cada
pacote. Nesse capitulo, mostraremos alguns métodos para geragdo de variaveis de um

determinado processo aleatorio.

Como veremos a seguir, uma ferramenta bésica para a geracdo de variaveis
aleatorias seguindo qualquer distribuicio ¢ uma fonte de varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas com distribui¢do uniforme entre 0 e 1. A
maior parte das linguagens de programagdo possuem geradores de numeros pseudo-
aleatorios. Eles sdo “pseudo” por serem totalmente reproduziveis por um algoritmo
matematico, mas sdo ‘“‘aleatdrios” porque passam no testes estatisticos, que testam
basicamente se os valores sdo independentes e possuem distribuicdo uniforme. Grande
parte dos geradores pseudo-aleatdrios presentes nas linguagens de programacgao ¢
baseada no método congruo-linear. Esse método ¢ basicamente um algoritmo recursivo

da forma:

7. = (rk+a)modm (5.1)

n

Em que k, a e m sd@o nimeros inteiros positivos, com k <m e a < m. Um valor
inicial ry, chamado semente, deve ser escolhido para ser o primeiro elemento da
seqiiéncia de nimeros pseudo-aleatdrios. Esse algoritmo gera uma seqiiéncia periddica
com periodo maximo de m-1. Os valores escolhidos para a, k e m determinardo se a
seqliéncia gerada tera caracteristicas estatisticas satisfatorias, ou seja, se seus valores
ndo podem ser distinguidos de variaveis aleatorias i.i.d com distribui¢do uniforme. Um
grande niimero de valores para a, k e m ja& foi testado e existem na literatura diversos
valores que determinam seqli€ncias aleatorias satisfatorias. De acordo com [9], valores

de m muito usados em softwares de simulacdo sdo m=2'-1 e m = 2",
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5.1. Geracgao por Inverséao

Esse método pode ser usado para se gerar varidveis aleatorias 1.i.d. que possuam
uma distribui¢do conhecida, ou mesmo de uma distribuicdo empirica, contanto que seja
definido a c.d.f. F(x) da distribuicdo. O algoritmo ¢ muito simples ¢é consiste
basicamente de dois passos. Primeiro gera-se uma variavel aleatoria U com distribui¢ao
uniforme entre 0 e 1. A variavel aleatéria desejada ¢ dada por X = F'(U), em que F(x)

¢ o inverso da c.d.f. desejada. Esse método ¢ ilustrado pela figura 5.1.

hx.—-———————————
I><_____________________

Figura 5.1 — Método de Geragao por Inversao

E facilmente demonstravel que a variavel aleatoria X gerada por esse método
possui a distribuigdo desejada. Como F'(U) = X, temos que: P(X < x) = P(F'(U) < x) =
P(U <F(x)). Como U ¢ uniformemente distribuido entre 0 e 1, entdo P(U < a) = a. Logo,

P(X <x)=F(x) e a variavel aleatoria X possui a c.d.f. desejada.
5.2. Geracao de Processo fGn

Um processo fGn ndo pode ser gerado pelo método da geragdo por inversao,
pois nesse caso ndao basta gerarmos uma variavel aleatoria i.i.d. com distribuicdo
gaussiana. Por ser um processo auto-similar, devemos modelar também o efeito do

parametro de Hurst que influencia diretamente a fun¢do de autocorrelagdo do processo.
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Ou seja, os valores gerados devem ser correlacionados de forma que a fungdo amostra

possua o parametro de Hurst desejado.

O método que escolhemos para a geracdo de um processo fGn se baseia no

espectro de poténcia dos processos fGn e foi apresentado por Vern Paxson em [ref].

Esse método gera um processo auto-similar em tempo discreto G(k) como o definido

em (2.14), onde G(k) representa o nimero de ocorréncias no k-ésimo intervalo de

tamanho 6. No caso da geracdo de trafego cada ocorréncia representa um pacote

enviado (ou recebido), ou seja, G(k) representa o niimero de pacotes enviados no k-

ésimo intelvalo.

A geracgdo de uma fun¢@o amostra fGn consiste nos seguintes passos:

1.

Primeiro construimos uma seqliéncia de valores {fj, f,..., fun}
correspondentes ao espectro de poténcia de um processo fGn para as

freqliéncias de 2n/nan

Em seguida multiplicamos cada f; para variaveis aleatdrias exponenciais
i.i.d com média 1, obtendo a seqiiéncia { f; }. Isso ¢ feito porque, caso X

seja um processo auto-similar, as ordenadas do periodograma de sua
funcao amostral sdo assintoticamente independentes e exponencialmente
distribuidas com média f(A,H), em que f(A,H) € o valor do espectro de

poténcia de um processo fGn com parametro H na freqiiéncia A. Dessa
forma temos que, caso seja grande o suficiente, { f;} representa o

periodograma de uma fun¢do amostra fGn.

Construimos entdo uma seqiiéncia de valores complexos {zi,..., zy»} tal

que |zl.| =4/ fl e a fase de z; seja uniformemente distribuida entre 0 e 2.

Essa fase aleatoria preserva o espectro de poténcia do processo, ja que o
espectro de poténcia depende unicamente do modulo de z;, mas garante
que diferentes funcdes amostras geradas por esse método sejam
diferentes. Além disso, foi verificado que essa fase aleatoria também faz

com que as distribuicdes marginais do resultado final sejam gaussianas,
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um requerimento para o processo fGn. A seqiiéncia {z;} representa a

transformada de Fourier discreta do sinal para as freqiiéncias positivas.

4. Expandimos a seqiiéncia {z;}, obtendo a seqiiéncia {z’;}, que representa
a transformada de Fourier discreta para freqii€ncias positivas e
negativas. Como desejamos um sinal real, devemos expandir {z} de
forma que seu modulo seja uma funcdo par e sua fase seja uma fungdo

impar. A seqiiéncia {z’;} ¢ construida da seguinte forma:

0 sej=0
z;=1z; se0<j<n/2
Z,; sen/2<j<n

Em que z, ; representa o conjugado complexo de zyj.

5. Por fim, calculamos a transformada de Fourier inversa de {z’;} para

obtermos a fun¢do amostra fGn {x;}.

Como esse método ¢ criado a partir do espectro de poténcia de um processo fGn,
ele possui propriedades de autocorrelagdo de um processo fGn, ja que a autocorrelagao
de um processo estocastico e seu espectro de poténcia formam um par de Transformada
de Fourier. A seqiiéncia gerada por esse método possui média 0. No entanto, como em
um processo fGn a média, variancia e parametro de Hurst sdo independentes, podemos
obter qualquer média e variancia desejadas por meio de transformagdes lineares, sem

alterar o parametro de Hurst.

Como j4 foi dito anteriormente, no caso da gerag¢dao de um trafego, cada valor da
seqiiéncia gerada por esse método representa o nimero de pacotes em um intervalo de
tamanho d. Para gerarmos o trafego devemos obter os tempos de saida (ou chegada) de
cada pacote e ndo a quantidade de pacotes por intervalo de tempo. Para isso, devemos
definir o tamanho de cada intervalo 6 e distribuirmos os pacotes dentro desse intervalo.
Como s6 podemos enviar um numero inteiro de pacotes em um intervalo 6, devemos
converter os valores reais da seqii€ncia obtida para valores inteiros. O problema maior

entdo estd em distribuirmos os valores dentro do intervalo de forma a garantirmos a
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auto-similaridade para escalas menores que 6. No entanto, como varios estudos indicam
que os trafegos reais sdo apenas assintoticamente auto-similares, ou seja, ndo sdo auto-
similares para escalas pequenas, distribuimos os pacotes de maneira uniforme dentro do
intervalo 9, garantindo a auto-similaridade apenas para escalas maiores que essa, €

definimos & pequeno.
5.3. WIG — Wavelet-domain independent Gaussian model

Esse método é capaz de gerar um processo gaussiano capturando suas
caracteristicas de autocorrelacao. Ele se baseia no fato de que a transformada de wavelet
descorrelaciona sinais que possuam dependéncia de longa duragdo. Dessa forma, o
dificil problema de se modelar um processo altamente correlacionado no dominio do
tempo se reduz a um simples problema de modela-lo por um processo praticamente
descorrelacionado no dominio das wavelets. A familia de wavelets usada nesse método

¢ a wavelet de Haar.

Esse método consiste em gerarmos o coeficientes de escala U, da

correspondente a escala mais ampla do processo a partir de uma variavel aleatdria

Gaussiana e gerarmos os coeficientes de wavelet W, como variaveis aleatdrias

Gaussianas independentes (ndo-correlacionadas) e identicamente distribuidas com

,oqe 2 2 A . .
média 0 de acordo com W, ~ N(0, o), sendo o;° a variancia dos coeficientes de

wavelet na escala j. Dessa forma, a partir de (D.18) e (D.19), podemos chegar na
representacdo em tempo discreto do processo na escala n desejada gerando os

coeficientes de wavelet Wi para as escalas de 0 até n — 1.

Os sz,s para as diferentes escalas influencia o comportamento da autocorrelagao
2 ~
do processo. Para o caso de um processo fGn, pode ser provado que os o;”’s sdo dados

por (2) (ver [20]).
o2 = g2t (g - 2 ) (5.2)

~ 2 . . .
Na geracdo do processo, os o; ’s podem ser definidos a partir de uma lei como

(5.2). Nesse caso seria gerariamos um processo G(k) fGn como o processo gerado pelo
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4 A . . . 2
método do espectro de poténcia explicado anteriormente. Podemos estabelecer os ;s

também a partir de dados reais, verificando as varidncias amostrais dos coeficientes de
wavelet do processo que se deseja simular. Esse método de estabelecer os sz’s possui a
vantagem de que o traco simulado apresentara as dependéncias de longa e curta duragao
mais similares as dos valores reais obtidos. A desvantagem desse método € que ele ¢
muito menos compacto de se modelar o trafego. No caso de estabelecermos os 6;°’s a
partir de uma lei, poucos pardmetros, como o parametro de Hurst definem o processo, ja
no caso de estabelecermos os sz,s a partir de dados reais devemos ser capazes de obter
um grande numero de dados para definir o processo, 0 que em alguns casos pode ser

muito dificil.

Assim como no caso da geracdo de trafego fGn pelo espectro de poténcia, o
processo obtido por esse método define os nimero de pacotes por intervalo e, assim
como no caso anterior, devemos distribuir esses pacotes dentro do intervalo a fim de

gerarmos o trafego.
5.4. MWM — Multifractal Wavelet Model

Esse modelo, apresentado em [20], se baseia no mesmo principio do modelo
WIG, que modela o processo altamente correlacionado no tempo como um processo
descorrelacionado no dominio de wavelets. No entanto, ao invés de gerar um processo
com distribui¢do gaussiana, que pode apresentar quaisquer valores entre -oo € +oo, 0s
coeficientes sao gerados de forma a garantir que os valores do sinal serdo todos
positivos. A distribui¢ao do processo obtido a partir desse modelo apresenta uma cauda
mais pesada que a distribuicdo normal, o que foi observado para alguns tipos de trafegos
reais, principalmente em escalas pequenas [19] Geralmente os trafegos reais possuem
distribuicdes normais para escalas pequenas apenas quando eles possuem um nivel de
agregacdo muito alto, possuindo uma distribuicio de cauda mais pesada quando

possuem um nivel de agregacao médio.

Como as wavelets utilizadas sdo as wavelets de Haar, os coeficientes de escala
Uy representam o proprio sinal em tempo discreto na escala j. Assim, o sinal serd ndo-

negativo se e somente se os coeficientes Uj’s forem positivos para qualquer j e k. A
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partir de (D.18) e (D.19), podemos perceber que garantimos a nao-negatividade dos

coeficientes Uj+; s se os coeficientes Uji’s forem positivos e se |Wii| < Uy, Vj.k.

A partir dessas condigdes chegamos a um simples algoritmo para geragcdo do
trafego. Primeiro geramos os coeficientes U a partir de uma distribuicao gaussiana. Na
verdade, para garantirmos que o processo seja estritamente positivo, os Ugg deveriam ser
gerados a partir de uma distribui¢do estritamente positiva. No entanto, se escolhermos a
escala ‘0’ ampla o suficiente de forma a garantirmos que a média do processo nessa
escala seja muito maior que a sua variancia, esses valores podem ser escolhidos a partir
de uma gaussiana. Para chegarmos aos coeficientes na escala n desejada, devemos entdao
gerar os coeficientes de wavelet Wi, de forma a garantir que |Wji| < Uiy, V j.k. Entdo, os

coeficientes Wik sdo calculados recursivamente a partir de (5.3).
Wy =A4,U, (5.3)

Em que os Aj’s sdo variaveis aleatdrias entre [-1,1]. Logo, a partir de Upg,
podemos calcular a projecdo do sinal em escalas mais finas recursivamente pelas

equacgoes (5.4) e (5.5).

1
Uppn = 3(1+Ajk)ujk (5.4)
1
Uj+1,2k+1 = ﬁ(l_Ajk )Ujk (5.5)

Como foi dito, a distribui¢do dos Aj escolhidos deve ser restrita ao intervalo [-
1,1]. Além disso, para que o processo seja estaciondrio de primeira ordem, eles devem
ser simétricos com relagdo ao 0 e devem ser identicamente distribuidos dentro da
mesma escala. A distribuicdo utilizada que possui todas essas caracteristicas ¢ a

distribuicdo beta simétrica P.; +1(pj,p;)-

A distribuigdo beta estd ilustrada na figura 5.2 para diferentes valores de p;. Se p;
for igual a um, a distribui¢do beta corresponde a distribui¢do uniforme entre 0 e 1 e
quanto maior for o p; mais ele se aproxima de uma distribui¢do gaussiana truncada entre

ZCro € um.
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Figura 5.2 — Distribuicao Beta

A autocorrelagdo do processo € controlada pelos p;’s escolhidos, que possuem a

. ~ PaA e . .2
seguinte relagdo com a variancia dos coeficientes de wavelet na escala j ;"

o, 2p;+1

= (5.6)
o, p+tl

Os sz ’s podem ser escolhidos da mesma forma que pelo método WIG, ou seja, a

partir de uma lei como (5.2) ou a partir de valores reais extraidos de um processo real.
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6. GTAR

O software GTAR (Gerador de Trafego e Analisador de Rede) apresentado em
[7] € uma ferramenta de cddigo aberto e que tem como objetivo principal a analise de

uma rede de acordo com a seguinte estrutura:

1. Estabelecimento de sincronismo entre diversos elementos dessa rede com

um intervalo de acuracia de 1ms.

2. Geragdo de trafegos, entre os diversos elementos sincronizados, de

acordo com um processo estocastico.
3. Analise dos resultados coletados:
a. Atraso sofrido por cada pacote entre origem e destino.
b. Variacdo do atraso entre pacotes sucessivos (jitter).

c. Vazdo (em bps) de cada trafego que ¢ inserido na rede pela

ferramenta.

d. Analise estatistica do processo de saida e de chegada de pacotes

na origem e no destino respectivamente.
Dessa forma a ferramenta esta dividida em trés médulos basicos:
1. Moddulo de sincronismo.
2. Modulo de geracao de trafego.

3. Moddulo de inferéncia e analise de performance.
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Figura 6.1 - Arquitetura do GTAR (extraida de [7])

Nessa figura mostramos a estrutura dos moddulos de geracdo de trafego e de

inferéncia e analise de performance.

O modulo de geragdo de trafego ¢ composto pelo TrafficManager que estabelece
como sera o trafego, ou seja, o tempo entre os pacotes ¢ tamanho dos pacotes definidos
de acordo com a distribuicao selecionada, SenderController que recebe as definigdes do
trafego do TrafficManager e envia os pacotes, ReceiverController que recebe os pacotes
de um trafego pré-estabelecido e envia ao Log e ao QoSController as informagoes
relevantes de cada pacote (tamanho, tempo de saida, tempo de chegada e numero do

pacote) e Log que escreve as informagdes recebidas em arquivos proprios.

O moédulo de inferéncia ¢ composto do QoSContoller que faz a analise das
medidas de QoS a partir dos dados obtidos no Log ou diretamente com o
ReceiverController e do Inference que busca estimar valores estatisticos do trafego

(média, variancia, parametro de Hurst e adequagao a certa distribuicdo matematica)

Complementando a apresentacdo da ferramenta feita em [7], apresentaremos

algumas fungdes e 0 modo de inser¢ao de dados para inferéncia.

Na tela principal da ferramenta do GTAR ao clicar no submenu ‘Abrir’ do menu

‘Arquivo’ ou simplesmente no botdo | na barra de ferramentas, sera aberta a janela

ilustrada na figura 6.2.
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Files of Type: ‘Apenas Arquivos de Trafego(tra) ou de Recebimento(.gra) ou de Envio(.out) | - |

Select Open

Cancel

Figura 6.2 — Janela: ‘Abrir arquivo’

Para abrir o arquivo que contém os dados que se deseja realizar a inferéncia,
devem ser realizados os seguintes procedimentos: selecionar ‘Inference’ no alto da
janela, selecionar o arquivo desejado, clicar em ‘Select’, o arquivo selecionado ira
aparecer na janela ‘Selected Files’, se houver algum arquivo ndo desejado nessa janela

este devera ser selecionado e removido, e finalmente clicar em ‘Open’. A janela que

aparecera em seguida sera equivalente a exibida na figura 6.3.

E Inference data importer = e o B
Delimiter:
® Tah ) Space Choose a column: 2
© semicolon O Others: | | Commentary character: [ |
Data preview:
calurmn 0 calurmn 1 column 2 calurmn 3
Mew Log FriDe..
Traffic: tr3AutoSim..
NP acket LenPacket SendTime ReceiveTime
1 228 33416417816177. [33416417316213
2 228 33415417916193.. [33415417916223..
3 228 33416417916210.. |33416417316245
4 228 33415417916227.. 3341 5417916254,
A 228 33416417916243. |33416417316274
L5} 228 33415417916260... 3341541 7916285..
7 228 33415417816277 . |33415417816309
g 228 33415417916327.. 3341541 7916353..
a 228 3341541 7816377 . |334165417816309
10 228 3341641 7916577, 3341541 7916600..
11 228 33415417816597 . |33415417816620
12 228 3341641 7916617, |33416417916642..
13 228 3341541791667, [33415417916671..
14 228 3341641 7916657, |33416417916682..
15 228 33415417916677... [33415417916700..
16 228 3341641 7916697 . |33416417316720
17 228 33415417916717... [33415417916740..
183 228 3341641 7916737 3341641 7316760
19 228 3341541 7916757, 3341541 7916792..
20 228 3341641 7916777 [33416417316812
Fil 228 33415417916794.. 3341541 7916623..
22 228 33415417816811.. |3341541781RB33

Figura 6.3 — Janela: ‘Importador de dados externos’ — Selecionar coluna

Nessa janela € possivel a separacao dos dados contidos no arquivo em colunas e
a inferéncia serd realizada em relacdo a apenas uma coluna selecionada. Assim ¢
possivel importar arquivos de texto de qualquer ferramenta que gere arquivos de log. A

separa¢do das colunas nos arquivos de texto pode ser feita com qualquer caractere. Apds




a seleg¢do da coluna desejada deve-se clicar no botdo ‘OK’. A janela que aparecera em

seguida serd equivalente a exibida na figura 6.4.

Inference data importe
Each sample refers to:
i® Column values

) Difference between values

) Increment Process

Detalhes...

iData preview:

column 2

Sendlime

3353812497011394
3353812497016396
3353812497021402
3353812497041354
3353812497051870
3353812497056972
3353812497082094
3353812497067103
3353812497072113
3353812497077117
3353812497082125
3353812497034630
3353812497087140
3353812497039645
3353812497092154
3353812497097154
2353812497102170
3353812497105506
3353812497103876
3353812497112214
2353812497117221
3353812497122231
3353812497132258
3353812497137265

0K " Cancel |

Figura 6.4 — Janela: ‘Importador de dados externos’ — Selecionar modo de
anadlise dos dados

Nessa janela € possivel definir como serd a analise dos dados contidos na coluna
selecionada na janela anterior. Sdo definidos trés tipos de analise distintos: valor literal,
diferenca entre valores consecutivos e processo de incremento. Na analise da diferenca
entre os valores, caso os dados representem os tempos de chegada dos pacotes a anélise
sera sobre os tempos entre chegadas. Na andlise do processo de incremento, sendo o
mesmo caso anterior, a analise serd sobre a quantidade de chegadas que ocorreram em
intervalos sucessivos de tamanho definido pelo campo intervalo do incremento. Para
alterar o valor do intervalo do incremento e visualizar a alteragdo no preview, ¢
necessario pressionar a tecla ‘Enter’ apos alterar o valor. Apds a selecdo do modo de
analise desejada deve-se clicar no botdo ‘OK’. Na janela que aparecera em seguida
poderao ser exibidos diversos graficos e sera possivel o calculo de varios parametros do
processo. A janela que aparecera em seguida e ap6s selecionar o submenu ‘Distribution’

do menu ‘Graphics’serd equivalente a exibida na figura 6.5.
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Figura 6.5 — Janela: ‘Inferéncia’ — Grafico da distribui¢ao do processo

Nessa janela € possivel a visualizagdo de varios tipos de graficos referentes as
estatisticas do processo, como por exemplo, a distribuicdo e o variance time plot,
através do menu ‘Graphics’. Ainda ¢é possivel o célculo de parametros do processo,
como por exemplo a média, a variancia e o parametro de Hurst, através do menu
‘Parameters’. O ultimo menu, ‘Data Processing’, contém a opgao ‘Remove Trend of

Degree 10’ que torna possivel a remocao do trend como mostrado no capitulo 7.
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7. Resultados Obtidos

Nesse capitulo, apresentamos os resultados que obtivemos utilizando as medidas
de inferéncia para analisarmos a eficicia de alguns modelos de geracdo de trafego
descritos anteriormente e para tentarmos determinar um modelo para o trafego de uma
rede real. Além disso, propomos um modelo simples para o n6 de uma rede e
verificamos sua resposta a diferentes tipos de trafego no que diz respeito aos principais

parametros de QoS: atraso e perda de pacotes.
7.1. Testes de Geracao

Fizemos dois tipos de geragdo de trafego: o primeiro para testarmos a eficacia da
geracdo de um trafego baseado em variaveis independentes com uma distribui¢ao
conhecida e o segundo para analisarmos se o trafego auto-similar gerado possui as

caracteristicas de auto-similaridade esperada.

7.1.1. Geragao de Trafego Poisson

Nesse teste utilizamos o método da inversdo para gerarmos variaveis aleatorias
independentes com uma certa p.d.f. e geramos o trafego baseado nessas varidveis.
Escolhemos gerar uma distribuicdo exponencial com meédia 0,1 para representar os
tempos entre os pacotes em segundos. Isso foi feito porque o trafego gerado dessa forma

¢ um trafego Poisson, que foi o primeiro modelo de trafego utilizado para redes de
dados.

A figura abaixo mostra o histograma dos tempos entre pacotes verificados nessa

geracao.
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Figura 7.1 — Histograma do trafego de Poisson gerado
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Pela figura 1 percebemos que o trafego gerado passa no teste visual. Além disso,
calculamos o valor do qui-quadrado para esses tempos. O Unico valor de qui-quadrado
aceitavel foi o qui-quadrado para a distribuicdo exponencial, que foi y* = 31,784, o que
indica que a distribui¢ao deve ser mesmo do tipo exponencial. A média calculada para
esses tempos foi de 0,103 segundos. Isso mostra que o trafego gerado possui as

caracteristicas estatisticas desejadas.

7.1.2. Geragao de Trafego Auto-similar

Para realizar esse teste, utilizamos o método definido na se¢ao 5.2 para gerarmos
trafegos auto-similares com taxa média de 20 pacotes por segundo e com parametro de
Hurst variando entre 0,65 e 0,9. Entao utilizamos os estimadores definidos na se¢ao 4.3
para verificarmos os parametros de Hurst de cada um dos trafegos gerados. Os valores

estimados para cada caso estdo mostrados na tabela 7.1.

Tabela 7.1 — Estimacio de parametros dos trafegos fGn gerados

Valores Valores Observados
Esperados
Hurst (Whittle) Hurst Hurst Hurst
Média| Hurst | Média (VTP) (Periodograma) | (Kettani-Gubner)
20 0.65 |19.995 0.654 0.653 0.658 0.654
20 0.70 |20.120 0.699 0.700 0.712 0.698
20 0.75 |19.953 0.750 0.751 0.763 0.749
20 0.80 |20.202 0.791 0.787 0.808 0.788
20 0.85 |20.351 0.848 0.830 0.848 0.837
20 0.90 |20.743 0.894 0.880 0.912 0.882

A tabela 7.1 mostra que o trafego gerado apresenta realmente as caracteristicas

de auto-similaridade esperadas.
7.2. Estimacao de Trafegos Reais

Como explicado na se¢ao 4.3, para estimarmos o comportamento de um
processo real, devemos realizar um pré-processamento para remover possiveis trends €
periodicidade, que podem afetar a estimagdo. Uma forma muito utilizada para a

remocao dessas componentes indesejadas ¢ passarmos o sinal por um filtro passa-altas.
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No entanto, estamos interessados no parametro de Hurst, principalmente em sua
influéncia em grandes escalas, ou seja, na dependéncia de longa duracdo do processo.
Por isso, devemos avaliar o comportamento do sinal em grandes escalas, o que significa
avalia-lo em baixas freqiiéncias, impossibilitando o uso de um filtro passa-baixas para
remocao dos trends e da periodicidade. O artigo [13] propde trés outros métodos muito

utilizados para realizar esse pré-processamento, que sao:

e Realizar o logaritmo nos dados originais (apropriado somente quando os dados

s30 positivos)
e Remocdo do trend linear (retirar a reta que melhor se ajusta aos dados)
e Remocdo do polindmio de décima ordem que melhor se ajusta aos dados

O método que utilizamos ¢ o método da remo¢do do polindmio de décima
ordem. Apesar desses métodos serem capazes de remover o trend do sinal, muitas vezes

eles ndo sdo capazes de remover a periodicidade.

Os dados utilizados nessa se¢do correspondem ao trafego médio do backbone de
uma grande operadora de Internet calculado em uma janela de 5 minutos. Esses dados
foram modificados neste trabalho por um fator, o que ndo modifica as caracteristicas
estatisticas que desejamos inferir. A figura 7.2 ilustra o trafego obtido (modificado por

um fator).
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Figura 7.2 — Trafego de um backbone
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Nos também conseguimos obter os dados de trafego separados por tipos de

trafego. As figuras 7.3 e 7.4 ilustram dois tipos de trafego diferentes, denominados neste

trabalho de appl e app2.
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Figura 7.3 — Trafego de um backbone referente a app1
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Figura 7.4 — Trafego de um backbone referente a app2

Podemos perceber claramente pelas figuras que os trafegos medidos possuem

uma componente periddica além do trend. A componente periddica advém do padrao

diario de uso da rede. O frend existe porque a taxa média de utilizacdo da rede muda

com o tempo. Como os métodos estabelecidos anteriormente ndo removem a

componente periddica, nos analisamos os trafegos somente pelo periodo de um dia, pois

nesse periodo, o trafego ndo possuird periodicidade. Para ilustrar a ineficiéncia dos

métodos anteriores em retirar mostramos na figura 7.5 o trafego do backbone apods

retirarmos o polindmio de décima ordem que mais se ajusta a esse trafego. Na figura 7.6

mostramos o trafego do backbone no periodo de um dia e na figura 7.7 esse trafego apos

removermos o trend utilizando o método do polindmio de décima ordem.
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Figura 7.7 — Trafego do backbone por 1 dia depois da remogao do trend

Com os dados obtidos, nés analisamos a auto-similaridade ¢ a distribuicao do
trafego para 17 dias diferentes. Na tabela 7.2, mostramos os valores do pardmetro de
Hurst para cada dia de trafego, obtidos por dois estimadores diferentes, e os valores de

qui-quadrado calculados para uma distribuicdo Gaussiana. Os valores de qui-quadrado
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obtidos para as outras distribui¢cdes foram inaceitaveis. Além disso, as tabelas 7.3 e 7.4
mostram as mesmas estimativas para appl e app2. Os valores dessa tabela mostram que,
na escala avaliada (5 minutos), o trafego no backbone, realmente possui, caracteristicas
auto-similares e seguem uma distribuicdo gaussiana, o que indica que o trafego deve

ser, pelo menos assintoticamente, um processo fGn.

Tabela 7.2 — Estimacao de parametros estatisticos do trafego de backbone

Dia Hurst Hurst Qui-Quadrado
(Variance-Time Plot) (Kettani-Gubner) (Distribuicdo Gaussiana)
1 0,928 0,965 47,618
2 0,951 0,976 70,653
3 0,944 0,967 51,924
4 0,916 0,943 37,069
5 0,91 0,943 16,403
6 0,911 0,941 26,306
7 0,955 0,974 42,451
8 0,945 0,973 31,903
9 0,955 0,979 46,972
10 0,939 0,964 48,694
11 0,887 0,944 21,354
12 0,916 0,947 52,785
13 0,954 0,978 35,132
14 0,947 0,97 51,924
15 0,948 0,973 45,25
16 0,951 0,975 23,722
17 0,938 0,966 38,146

Tabela 7.3 — Estimacao de parametros estatisticos de appl

Dia Hurst Hurst Qui-Quadrado
(Variance-Time Plot) (Kettani-Gubner) (Distribuicdo Gaussiana)
1 0,843 0,895 31,042
2 0,812 0,878 71,299
3 0,901 0,926 38,146
4 0,9 0,934 52,569
5 0,815 0,879 32,549
6 0,816 0,904 62,042
7 0,865 0,906 17,91
8 0,87 0,916 39,653
9 0,907 0,935 28,028
10 0,867 0,919 21,785
11 0,869 0,906 27,167
12 0,671 0,861 35,778
13 0,878 0,909 36,208
14 0,839 0,894 44,604
15 0,874 0,907 30,611
16 0,753 0,85 23,292
17 0,851 0,914 40,299
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Tabela 7.4 — Estimacio de parametros estatisticos de app2

Dia Hurst Hurst Qui-Quadrado
(Variance-Time Plot) (Kettani-Gubner) (Distribuicdo Gaussiana)
1 0,915 0,948 63,549
2 0,942 0,962 49,771
3 0,937 0,963 45,25
4 0,902 0,935 28,243
5 0,902 0,928 20,708
6 0,901 0,942 30,181
7 0,939 0,964 43,258
8 0,932 0,964 52,354
9 0,937 0,968 39,007
10 0,922 0,948 38,576
11 0,86 0,926 37,5
12 0,904 0,942 33,84
13 0,937 0,965 55,799
14 0,922 0,958 46,972
15 0,935 0,963 46,757
16 0,935 0,967 49,986
17 0,933 0,964 37,285

7.3. Simulacéo de Fila

Para simularmos a resposta de um n6 a um determinado tipo de trafego,
utilizamos um modelo simples para o atraso inserido em um né da rede, consistindo
basicamente da soma do atraso médio de processamento, da espera do pacote no buffer

e do tempo de transmissao.

Baseando-nos nesse modelo de nd, realizamos quatro simulagdes e verificamos a
distribuicdo do atraso e a taxa de perda de pacotes para cada uma das simulagdes. As
simulacgoes foram feitas com os tamanhos do pacote distribuidos exponencialmente com
média de 250 bytes, tamanho do buffer de 256 MB, capacidade do enlace de 10Mbps, e
com taxa média de chegada de 7Mbps.

A primeira simulagdo foi feita com o processo de chegada sendo um processo de
Poisson. Na segunda, terceira e quarta simulacdes, fizemos o processo de chegadas
sendo um fGn com parametros de Hurst iguais a 0,5, 0,7 € 0,9. Dessa forma, obtemos as

distribuigdes do atraso para cada um dos casos, ilustradas pelas figuras abaixo.
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parametro de Hurst igual a 0,5
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Figura 7.10 - Distribuigdo de cauda do atraso do trafego auto-similar com
parametro de Hurst igual a 0,9

Nessas condicdes a taxa de perda de pacotes em todos os casos foi de 0%. As
figuras mostram que a probabilidade do atraso ser grande em um trafego auto-similar é
maior que em um trafego Poisson. Além disso, vemos que quanto maior for o pardmetro

de Hurst, maior sera essa probabilidade. Logo, para garantirmos um mesmo atraso
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maximo para um trafego de Poisson sdo exigidos menos recursos que para um trafego

auto-similar.
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8. Conclusao

Percebemos que trafegos reais do backbone de uma rede possuem caracteristicas
auto-similares, pelo menos para escalas grandes (neste trabalho avaliamos os trafegos
reais apenas em escalas maiores que 5 minutos). As duas classes de trafego analisadas
também possuem caracteristicas auto-similares. Além disso, os resultados obtidos na
se¢do 7.1 mostram que os métodos implementados geram os processos estocasticos
propostos com boa aderéncia. Por fim, a simulagdo de fila realizada mostra que a
caracteristica auto-similar do trdfego possui uma influéncia direta na qualidade dos
servigos oferecidos pela rede. E, devido a dificuldade na inferéncia das caracteristicas
estatisticas dos trafegos reais, ¢ de grande importancia que projetistas de rede tenham

uma ferramenta que os auxilie no correto dimensionamento de redes multiservigos.
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9. Trabalhos Futuros

Nesse trabalho, analisamos as caracteristicas estatisticas dos trafegos reais para
grandes escalas, devido a dificuldade da obten¢do de dados de trafego para pequenas
escalas. Como trabalhos futuros, devemos avaliar o comportamento do trafego também
em escalas pequenas e utilizarmos modelos que contenham informagdes do trafego em
varias escalas (como o MWM) para avaliarmos a resposta da rede a diferentes tipos de
trafego, de forma a considerar suas caracteristicas tanto para escalas pequenas quanto

para escalas grandes.
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APENDICES
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A Trafego Poisson

Devido ao sucesso da utilizagdo do processo de Poisson em redes de telefonia
para fazer a modelagem do tempo entre a chegada de novas chamadas e a duracao
dessas, ele foi o primeiro utilizado para caracterizar o trafego que chega em um n6 de
uma rede de computadores. Nesse capitulo derivaremos o processo de Poisson e

verificaremos algumas de suas propriedades.
A.1 Processo de Poisson

O processo de Poisson ¢ um processo de chegadas {N(t), t > 0}, em que N(t)
representa o numero de chegadas ocorridas até o tempo t (com N(0) = 0), e que satisfaz

as seguintes condigoes:

1. A probabilidade de ocorrer alguma chegada entre o tempo t e t + At ¢é:
P{chegadaentrete At} = AAr+0(Af), em que A ¢ uma constante

independente de N(t) e o(4¢) representa uma quantidade pequena comparada
a At quando At tende a zero. Ou seja:
Jim 280 _
A—0 At

0.

ii. P{mais de uma chegada entre t e At} = o(At).

iii. O numero de chegadas em intervalos disjuntos ¢ independente, ou seja, o
processo possui incrementos independentes.

A partir dessas condigdes, vamos calcular p,(t), a probabilidade da ocorréncia de
n chegadas entre 0 e t, ou seja, vamos calcular a p.d.f. do processo N(t). Para fazer isso

vamos primeiro desenvolver as equagdes diferencias do processo. Paran > 1 temos:

p, (t+ At) = P{n chegadas em t e nenhuma em At} +
P{n-1chegadasemtelem At} + A1)
P{n-2chegadasemte2emAt} +....+ '

P{0chegadasemt en em At}.

A partir das condi¢des podemos calcular as probabilidades P{n-j chegadas em t e

jem At}:
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Paraj=0

P{n chegadasemt e nenhuma em At} = P{n chegadas em t}P{0 chegadas em At} =
=p, (#)P{0 chegadas em At}

P{0 chegadas em At} =1— P{chegada em At} =1- 1At - o(At)
P{n chegadasemt e nenhumaemAt} =p_ (t)[l - AAt - o(At)]
Paraj=1

P{n-1chegadasemt elem At} = P{n -1chegadas em t} P{l chegada em At} =
=p,,(#)P{l chegada em At}

P{uma chegada em At} = 1At + o(At)
P{n-1chegadasemt elemAt} =p_, (t)[ﬂAt + o(At)]
Paraj>2:

P{n - jchegadasemt e jem At} = P{n - jchegadas em t} P{j chegadas em At} =
=p,.;()P{j chegadas em At}

P{jchegadas em At} = P{mais de uma chegada em At} = o(At)

P{n - jchegadasemt e jem At} =p, _(¢)o(At)

li p,.j(H) lim———=0=p_.(9)o(At) ¢ uma fungéo do tipo o(At)

Dy (D0(A) o(At)
At—0 At - At—0 At
P{n - jchegadasemt e jem At} = o(At)

Além disso, a soma de todas as probabilidades P{n-j chegadas em t ¢ j em At}
para j > 2 ¢ uma funcao do tipo o(At), ja que a soma de varias funcdes do tipo o(At)

resulta em uma fun¢do do tipo o(At).
Se f1(A?), f2(Af),..., fo(Af). Sdo funcdes do tipo o(Ar) entdo:
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tim 18D _ g jim 280 _ g iy (B0 _

At—0 At At—0 At At—0 At
po BAOTE AN+ A £, (M) L FA) L fA) L f (A0
At—0 At At—0 At At—0 At At—0  Af

a(A) = £,(Af) + £, (Af) +...+ £, (Af) € uma fungdo o(At)

Entdo, paran > 1, temos que:

p,(t+A0) = p (O]l - AAt —o(AD)]+ p,_ (D[AAL + o(AD)]+ 0(Ar) (n>1)

Para o caso de n = 0 temos que:
po(t+At) = p, (1)1 - AAL - o(A)]
Podemos reescrever as equagdes (A.2) e (A.3) da seguinte forma:
Pot+At)—p,(t) =—p,()AAt —0o(At) p,(t) = —p, (1) AAL + 0(At)

p,t+At)—p, ()=—p, (ANt + p, ()AAt+0(At) (n=1)

Dividindo as equagdes (A.4) e (A.5) por At e tirando o limite para At—0, obtemos:

Eg})|:p0(t+AAtz_p0(t) _ _po(l‘)l n O(AAtt)j|
Eﬂ%[p" - AAtz =200 _ —p,(OA+p, (DA+ "(AA:)} (n>1)

dp,(t) _
g Ap, (?)

% = ap, () Ap, () (1)

0

(A.2)

(A3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A.7)
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—At

A equacdo (A.6) tem a solucdo geral dada por p,(¢) = Ce ™. Como py(0) = I, temos

At

que C=1. Logo, p,(t)=e™".

Paran =1 temos que:

a0 _
a Ap, (t) + Ap, (¢)
P 4 0= Ay 1) = 2 (A8)

A solucdo de (A.8) ¢ p,(t) = Ce ™ + Ate™™ . Como p,(0) = 0 para qualquer n > 1,

At

temosque C=0¢ p,(¢t) = Ate ™.

Paran=2:

)
pd;t(t) =—Ap, () + Ap, (t)
% +Ap, () = Ap,(t) = Ate™” .

2,2

A solugio geral de (A.9) é p,(t)=Ce™ +/17tel’, e a solucdo especifica ¢

2, (/U )3 Wy
p,() = Te . Resolvendo para n = 3 obtemos p,(¢) = Te . Percebemos que

para todos os casos anteriores

(A1) i (A.10)
n!

p,()=

De fato, podemos provar (A.10) por indugao provando duas coisas:
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(Ar)

(it)n-%—l o

D, (t) = )l e_ﬂt = Duu (t) = (n N 1)! € (1)
e
o) = u&) e (i)

Nos ja provamos (ii) quando calculamos py(t). Provamos (i) da seguinte forma:

d ¢ /anth
Pea® Gy, 0= 1p, =2
dt n!
d ¢ n+l n n+l n
pn+1( )e/lt +/1€bp,,+1 (l) — ﬂv t e—ltelt — ﬂv t
d n! n!

n n+l _n n+l
)= 2 e = [F S g = =t B [shds v e
dt n! n! n!

- n+l tn+l - (/lt)nﬂ
t — ﬂ.t_ C At —
P = T (n+1)

+Ce™

p,(0)=0paran>0=>C=0

~ (ﬂl)nﬂ
pn+1 (t) - (I’l +1)'

A férmula dada por (A.10) representa uma p.d.f. poissoniana com média At.
Logo, um processo de Poisson, definido pelas condigdes 1, ii e iii, possui p.d.f. com
uma média de At chegadas, ou seja, uma taxa média de A chegadas por unidade de

tempo.
A.2 Propriedades do Processo de Poisson

Um processo de Poisson possui varias propriedades interessantes, dentre as

quais:
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a. Possui incrementos estaciondrios, ou seja, as ocorréncias em intervalos de

mesmo tamanho sdo identicamente distribuidas.

b. Em processo de chegadas de Poisson, a varidvel aleatdria associada ao tempo

entre as chegadas segue uma distribuicao exponencial.

Para provar a afirmag¢do (a) devemos mostrar que, para um processo de Poisson,
N(t) — N(s) possui a mesma distribuicdo que N(t + h) — N(s + h). Isso pode ser
facilmente verificado se notarmos que, ja que os incrementos sdo independentes,
podemos considerar, sem perda de generalidade, N(s) ¢ N(s + h) como sendo zero.
Assim, se derivarmos a p.d.f. de Poisson para N(t) e N(t + h) da mesma forma que

anteriormente, obtemos a seguinte distribui¢do para ambos os casos:

o ()= P i
n!

Vamos agora demonstrar que o tempo entre chegadas deve seguir uma
distribui¢do exponencial. Se T for a variavel aleatéria que representa o tempo entre

pacotes temos que:
P{T >t} = P{ndochegarnada atét} = p,(t) =e*

Logo a CDF de T ¢ dada por:C(t) = P{T <t} =1-e*, que é a CDF de uma
varidvel com média 1/A. Isso vai de acordo com o esperado. Se a taxa média € A, o

tempo médio entre os pacotes deve ser 1/ A.
A.3 Propriedade “Markoviana” da Distribuicdo Exponencial

A distribui¢do exponencial ¢ a uUnica distribuicdo continua que possui a
propriedade de ser sem memoria. Essa propriedade se refere ao fato de que a
probabilidade do tempo restante ser de t unidades de tempo independe de quanto tempo

Jé se passou, ou seja:

P{T<t,|T>t,}=PO<T<t —t,}
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A prova de que a distribuicdo exponencial possui essa propriedade ¢ simples. A

partir da defini¢do de probabilidade condicional temos que:

P{T<t,T>t)} e —e™

P{T<t,|T=>t,}=
e

=l-e " = PIOST <t —t,}
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B Trafego Rajada

Também conhecido como trafego ON/OFF ou “Burst”, ¢ o modelo mais simples
para modelar um trafego de voz. O estado OFF ¢ o periodo de siléncio, ou seja, o
periodo do sistema que ndo ¢ utilizado pois ndo ha atividade de voz. E o estado ON
representa a fonte emissora do trafego no periodo ativo da voz. O tempo médio em cada
estado ¢ dado por uma distribui¢do exponencial, no estado ON com média 1/ e no
estado OFF com média 1/A. Dessa forma, a transicdo OFF—ON ocorre a uma taxa A ¢ a

transicdo ON—OFF ocorre a uma taxa p, conforme a figura B.1.

ON @ @ OFF
(voz) (siléncio)

Figura B.1 — Modelo Rajada para uma unica fonte de voz.

Durante o periodo ON a taxa de chegadas de informagdes ¢ constante, portanto o

tempo entre chegadas ¢ deterministico.

Esse modelo foi utilizado e com muito sucesso na modelagem de voz

principalmente por duas razdes:

1) experimentos atuais com uma unica fonte de voz t€ém mostrado
que durante uma conversacao a distribui¢do dos periodos de
siléncio e de atividade da voz podem ser representados por

distribuicdes exponenciais e

i1) o modelo de fonte inica pode ser expandido para um processo
de nascimento e morte multi-estado para representar voz

multipexada.
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Para trafego de dados o modelo rajada também pode ser utilizado com sucesso
para modelar transmissdes de dados que ocorrem com periodos de atividade seguidos
por periodos de inatividade. O modelo IPP (Interrupted Poisson Process) [14] é um
caso especial desse processo, onde os periodos ON/OFF e o tempo entre chegadas de
pacotes durante o periodo ON sdao mutuamente independentes e todos seguem uma
distribuicdo exponencial. De acordo com [3], fontes ON-OFF podem ser utilizadas

sozinhas ou em conjunto para modelar diversos trafegos, como mostra a Tabela B.1.

Tabela B.1 — Possibilidades de modelagem utilizando fontes rajada.

Numero | Distribuicao | Distribuiciao Exemplo
de fontes do tempo dos Tipo de Denominacao de
em entre periodos | Aplicacio do modelo aplicacio
paralelo chegadas ON e OFF piicag
4 Exponencial | Exponencial | Dados 41PP WAN
1 Constante Pareto Dados Pareto ON-OFF | LAN
1 Weibull Pareto Dados WWW PAN
1 Constante Exponencial | Voz ON-OFF Telefone
1 Exponencial | Pareto Video Pareto IPP DTV
16 Constante Exponencial | Video Mini ON-OFF Video
Conferéncia

Em [2] ¢ provado que ¢ possivel gerar um trafego auto-similar a partir de um
grande numero de fontes ON-OFF em paralelo desde que o periodo ON e o OFF
possuam dura¢do com variancia muito grande ou infinita. Nao foi possivel incluir esse
método de geracdo de trafego na nossa ferramenta, pois necessitaria de um processador
de grande capacidade ou de um grande conjunto de processadores em paralelo para
simular as diversas fontes. No experimento realizado em [2] € utilizado um computador
com 16.384 processadores em paralelo para gerar trafegos com um grande nimero de

fontes.

Fontes ON-OFF podem também ser utilizadas para simular trafegos de dados em
redes sem fio com multiplo acesso por divisdo de tempo, onde uma transmissdo ¢
realizada em uma janela de transmissdo, permanecendo inativo nas janelas destinadas a

outros usuarios.
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C Teoria de Filas

Por definicao, fila ¢ uma série de individuos ou de tarefas, que sdo dispostos em
uma ordem predefinida, para que se possa realizar um determinado. A teoria de filas ¢
utilizada para prever o comportamento de uma fila que exista, ou para projetar uma fila
que se deseja implementar. No caso de um né de uma rede, a analise ¢ feita sobre a fila
de pacotes que se forma devido a taxa de chegada de pacotes em um servidor ou
roteador, ser maior que a capacidade de processamento dessa estagao ou da capacidade

do link de saida em um determinado espago de tempo.
C.1 Notacao de Kendall

Em uma fila ha algumas caracteristicas que sao utilizadas para denomina-la: taxa
de chegada de usuarios a fila, tempo médio gasto no atendimento dos usudrios
enfileirados, quantidade de atendentes que processam os pedidos dos usudrios da fila,
tamanho maximo de usudrios que a fila suporta e disciplina de atendimento da fila. O
termo atendente ou servidor em um sistema de filas ¢ equivalente. Na teoria de filas ¢
usada uma notagao para caracterizar uma fila de acordo com esses parametros, que ¢
conhecida como notacdo de Kendall, essa notacdo utiliza uma série de simbolos e barras
da forma A/B/X/Y/Z, onde A indica a distribuicdo do tempo entre chegadas, B a
distribuicao de probabilidade para o tempo de servico, X o niumero de servidores em

paralelo, Y o limite de capacidade da fila, e Z a disciplina da fila. Alguns dos simbolos

padrdes utilizado para essas caracteristicas estdo na Tabela C.1.

Tabela C.1 — Notacido A/B/X/Y/Z

Caracteristica Simbolo Explicagio
M Exponencial
D Deterministico
Distribuigdo do tempo entre chegadas (A) Ex Er.lang tipok(k=1, 2,_--:)
Distribuigio do tempo de servigo (B) H Mistura de k exponenciais
PH Tipo Fase
G Geral — ndo especificado
Numero de servidores em paralelo (X) 1,2, ... , 00
Limite de capacidade da fila (Y) 1,2, ... , 00
DlSClp]ll‘lﬂ da fila (Z) FIFO Primeiro a chegar. primeiro a ser servido
LIFO Ultimo a chegar, primeiro a ser servido
RSS Selegio para atendimento randémica
PR Prioridade
G Geral —nio especificado
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O simbolo M para exponencial ¢ utilizado pois o uso do simbolo “E” poderia
gerar confusdo com o simbolo “Ey”, da distribui¢do Erlang tipo k, e também por indicar
a propriedade da distribui¢do exponencial ser Markoviana e sem memoria

(memoryless).
C.2 Teorema de Little

Uma medida necessaria e extremamente importante para a modelagem de uma
fila em uma rede de dados é o tempo que um pacote demora em um nd, ou seja, o atraso
induzido ao pacote no no. Para a obtengdo dessa medida apresentaremos um resultado

muito importante, conhecido como Teorema de Little.

Supondo que observamos um sistema de t = 0, at¢ um tempo t indefinido e

gravamos alguns valores:
N(t) = Numero de clientes no sistema no tempo t
a(t) = Numero de clientes que chegaram no intervalo [0,t]
Ti = Tempo gasto no sistema pelo i-ésimo cliente

Intuitivamente definimos niumero médio de clientes observados no sistema até o

instante t como:

N, =

N(z')dr

~ | —
S —

Naturalmente, N; possui valores diferentes para diferentes instantes de tempo t,
mas para muitos sistemas de interesse, N; tende para um valor estacionario N & medida

que t aumenta, isto €é:

N =1im N, (assumindo que esse limite existe)
—

Da mesma forma definimos a taxa média de chegadas A, e o valor estacionario A,

entre 0 e t, como:
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ot . . . .
A, = 0] , A=lim/, (assumindo que esse limite existe)
t t—w0

E finalmente o tempo médio de atraso do cliente no sistema T, e o valor

estacionario T, como:

T, =- , T=1m7, (assumindo que esse limite existe)
a(l‘) t—00
Essas grandezas, N, A e T sdo relacionadas por uma formula simples que torna
possivel a obten¢do de uma a partir das outras. Essa formula é conhecida como Teorema

de Little, ou Formula de Little em algumas literaturas, que é:
N=AT
E para o numero de usuarios na fila e o tempo de espera na fila:
Ny =ATq

Outra medida importante em um sistema de fila ¢ a taxa de atendimento p, que €
o inverso do tempo médio gasto por cada atendente desde o momento que recebe o
usudrio at¢ o momento que o usuario deixa o sistema. Com p podemos definir uma
medida de congestdo do sistema, conhecida como p, para uma fila G/G/c p ¢ definido

como.:

onde “c” ¢ o nimero de servidores em paralelo.

Para que o Teorema de Little tenha validade para a andlise de uma fila,
necessariamente p < 1, pois se p > 1 o nimero médio de chegadas seria maior que o
valor maximo de atendimentos e a fila cresceria indefinidamente até o ponto que novos
usudrios seriam rejeitados € o tamanho da fila nunca diminuiria € nunca estaria em

estado estacionario, condi¢do necessaria para Little.
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A partir de p obtemos a probabilidade do sistema estar vazio, sem nenhum

usuario:
Po=1-p
C.3 Modelagem para fila M/M/1

Uma fila M/M/1 € um processo de nascimento ¢ morte markoviano, com A, = A e
U, = M, para qualquer n. Chegadas podem ser consideradas como ‘“nascimentos” no
sistema, se o sistema estiver no estado n e ocorrer uma chegada, o estado serd nt+1. E

demonstrado em [10] que:

A+ A
pn+l = /Jpn __pn—l (nzl)
7 u

A
p=—p, (021)
U

E também que:
p,=1=p)p" (p=Mp<l)

Com essas probabilidades para o estado estacionario do sistema & possivel obter
algumas medidas de eficiéncia, em particular as medidas do numero esperado de

usudrios no sistema e na fila, que podem ser encontrados por:

N=>np,=(1-p)) np"
n=0

n=0

Podem ser realizadas as seguintes operagdes:

ann :pznpn—l
n=0 n=l1
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o0

0
np" é v a s 0
E como "1 & a derivada de " em relacdo a p, e sendo as operacOes de soma e

n=l1 n=0

a derivagdo intercambidveis, sendo p<I,

Conseqiientemente:

S dl-p)]_ p
D P TS

E finalmente, o nimero de usudrios esperado no sistema em estado estaciondrio é:

yPd=p__p A
= ) = -
-p) 1-p u-2

Em [10] é apresentado também o resultado para o nimero de usuarios na fila:

_ p2 _ 12
l-p  w(u—-4)

q

Utilizando Little para obter o tempo médio de espera de um usuario no sistema em

estado estacionario, temos:

N__p 1
A A-p) wu-A2

E o tempo médio de espera na fila:
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C.4 Modelagem para filas com nimero de usuarios em espera
limitado (M/M/1/K)

Para um n6 de uma rede processando pacotes, o modelo M/M/1 pode nao ser
valido pois o buffer onde os pacotes esperam ndo ¢ infinito e ocorre com freqiiéncia
desse lotar, causando a perda de pacotes no n6. Assim, € apresentado aqui como obter as
medidas de eficiéncia para esse modelo de filas. Porém ¢ necessario deixar claro que os
usudarios de um sistema de rede sdo os pacotes, porém a limitagdo de usudrios ¢ dada em
bytes, para o célculo correto das medidas de eficiéncia € necessario a conversao de uma
das unidades utilizando o tamanho médio do pacote, e ressalvando que a medida sera

aproximada, pois o tamanho do pacote pode variar com uma certa amplitude.

As medidas de eficiéncia apresentadas em [10], sdo:

A= (e
Py = 1
ES(PZI)
%:(pﬂ)
p,=y 4
E3(0=1)

p__ pKp" +1)

= (p#1)
L _ l_p l_pK+l
! M:}(p:l)
2K +1)

N=N,+(1-py)

Nesse modelo a taxa de chegada tem que ser diferenciada pois quando o sistema

estiver no estado n=K, a taxa de chegadas ser4 igual a 0, portanto:

N N
Ay Ad=pg)
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T :T_l:Nq N‘I

‘ o Ay A1-py)

C.5 Teorema da Independéncia de Kleinrock

Em uma rede de dados, a modelagem do processo de chegada de pacotes em um
n6 da rede se torna uma tarefa muito dificil, pois os pacotes que entram nesse nd sao
provenientes de nds anteriores que se combinam e se tornam um unico trafego. Além
disso, o tempo entre chegadas dos pacotes estd extremamente correlacionado com o
tamanho dos pacotes, pois como eles provém de outros ndés que possuem uma
capacidade de transmissdo constante, o tempo que o pacote leva para ser transmitido ¢ o
seu tamanho dividido pela capacidade do enlace. Isso impossibilita a modelagem

precisa do sistema como uma fila M/M/1.

Para tornar mais claro o problema da dificuldade de modelagem, suponha o
caso de um no receber pacotes de apenas um emissor, os dois nds possuem a mesma
capacidade de transmissdo e os pacotes possuem todos o mesmo tamanho, como na

figura C.1:

A pacotes/ < u pacotes/
— /;\ —bp > 2

segundo \/ segundo

Figura C.1 — Dois nés com igual capacidade de transmissao. Se o tamanho dos
pacotes é igual nao ha espera na fila do segundo né.

No primeiro n6 o processo de chegada dos pacotes ¢ Poisson com taxa de
chegada de pacotes por segundo A, entdo essa ¢ uma fila M/D/1 [10], pois como os
pacotes tem tamanho igual se pode determinar o tempo gasto no atendimento do pacote.
Na segunda fila, a taxa de chegada serd no maximo p, que ¢ a taxa de atendimento do
primeiro servidor e ¢ igual a taxa de atendimento do segundo servidor. Assim quando o
proximo pacote estiver preste a ser completamente montado pela camada de enlace da
interface de recebimento o pacote anterior teve seus ultimos bits transmitidos pela

camada fisica da interface de envio. Dessa forma nunca haverd um pacote que necessite
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esperar por atendimento no buffer do segundo né e a modelagem dessa fila por M/M/1

traria resultados equivocados para as medidas de eficiéncia.

Supondo agora a mesma estrutura dos dois nos anteriores porém com o tamanho
dos pacotes seguindo uma distribui¢do exponencial. Dessa forma a primeira fila pode
ser modelada por M/M/1. Porém da mesma forma que no caso anterior a segunda fila
ndo pode ser modelada por M/M/1, pois o tempo de chegada entre pacotes no segundo
n6 ¢ fortemente correlacionado com o tamanho do pacote. Devido a isso, pacotes
grandes irdo esperar menos tempo na segunda fila do que na primeira, pois como o
tempo gasto na sua transmissdo € maior, o segundo n6 tem mais tempo para atender os
pacotes que estdo na fila. Essa diferenga do tempo entre chegadas pode ser observada na

figura C.2:

Tempo de chegada  Tempo de chegada
no primeiro nd no segundo nod

Tempo entre ( Pacote anterior —

exponencial
Tempo entre

chegadas com
distribui¢ao
desconhecida

distribui¢do Pacote grande —»
Pacote pequeno —»

v v

Figura C.2 — Diagrama dos tempos de chegada e do tempo gasto na
transmissao dos pacotes.

Para que fosse possivel uma aproximac¢do do tempo de espera médio por pacote
e do numero de pacotes na rede de dados, Kleinrock sugeriu que a combinagdo de varios
trafegos de pacotes em um enlace de transmissdo tem o efeito semelhante ao de
restaurar a independéncia entre os tempos de chagada e os tamanhos dos pacotes. Essa

combinagdo de trafegos pode ser exemplificada na figura C.3:
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Figura C.3 — Exemplo de uma rede de dados.

Sendo X, a taxa de chegada do trafego n, a taxa de chegada no enlace (i,j) ¢é a

soma: X; + X3. Assim A;j = X + Xa.

Kleinrock concluiu assim que a fila de espera de cada um dos nds pode ser
modelada por M/M/1 e parece ser uma aproximac¢do razoavelmente boa para sistemas
envolvendo trafegos de chegada Poissonianos, tamanho dos pacotes exponencialmente
distribuidos, uma rede densamente conectada e uma carga de traifego moderada a alta.
Assim podemos obter o nimero médio de pacotes no enlace (i,j) por :

A

Nij:—’f
Hy = Ay

Onde p;; ¢ a taxa de atendimento de pacotes no enlace (i,j) € € menor ou igual a
taxa de atendimento do no j, serd igual caso X, seja igual a zero e menor em caso
contrario. E o tempo médio de espera por pacote no enlace (desprezando o tempo de

processamento e propagacao) ¢:
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D Multiresolucao

A multiresolucao consiste na analise de sinais em diferentes escalas, a partir da
projecdo dos sinais em subespacos de L*(R) Ve W;. Os subespagos de escala Vj sdo
definidos de forma que V¢ < V; < V; — ... Quanto maior o indice do subespago, mais
fino ele ¢, de forma que uma fun¢do que pertenga a um subespaco V; também pertence
ao subespaco mais fino Vj+. Uma fungdo f(t) possui projecdes em cada subespaco V;
sendo que quanto mais fino for o subespago, mais detalhes tera a proje¢ao de f(t) nesse
subespaco, tendo a informagao completa de f(t) quando j — . Ou seja, designando a
projecdo de f(t) em V; por fi(t), temos que fi(t) — f(t) quando j — . Como Vj < Vji;
para todo j inteiro existe um espaco complementar Wj tal que V; ® W; = Vj.1. Ou seja,
o espago wavelet W; contém os detalhes presentes em Vj:; e ausentes em V;. Dessa

forma, a funcdo Afi(t) dada por Afi(t) = fi+i(t) — fj(t) pertence ao espago Wj. Logo, temos

que:
J-1
V,=Vy+ D W, (D.1)
j=0
Para a andlise de multiresolugdo temos basicamente 4 requerimentos
fundamentais:

1. Vi € Vi, ﬂVj ={0}e UVJ: L’(R). A condigdo de esvaziamento
j i

ﬂVj = {0} quer dizer que [/f(t)][—0 quando j—-co. Portanto, a partir de
j

J-1
(1), vemos que Vj pode ser dado por: V, = ZWJ A condi¢cdo de

J=—
completude UVJ. = L*(R) significa que fi(t) = f(t) quando j = +o0, ou
i
seja Vj— L*(R) quando j—.
2. O espaco Vj+1 consiste das fungdes de V; reescalonadas, de forma que:

feV, < f2ev,,.
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3. Invaridncia a translacdo: Caso f(t) pertenca a Vj, todas as suas translacdes

f(t-k) também pertencem a Vi: f(t) eV, < f(t—-k)eV;.

4. A base ortonormal de V, ¢ formada por todas as translacdes inteiras da

funcdo de escalonamento ¢(t).

As condigdes 2 e 3 podem ser generalizadas pela seguinte propriedade: p(2't - k)
€ V; para qualquer j, k inteiros. A seguinte notacdo serd adotada nesse trabalho: ¢y (t) =
o) 2(1)(2jt — k). As fungdes ¢ji(t) sdo chamadas de funcdes de escalonamento. A partir das
quatro condi¢Oes anteriores pode ser provado que o espago V; possui base ortonormal

completa dada por {i(t)}.

Como V, c Vi, temos que todas as funcgdes pertencentes ao espaco Vj
pertencem ao espago V; e podem ser escritas como uma combinacdo linear das bases de

Vi. Logo a fungdo ¢(t), que pertence ao espaco Vg pode ser escrita da seguinte forma:
#(t) =2 c,p(2t — k) (D.2)
k
Em que:

¢, =~2 T¢(¢)¢(zr —k)dt (D.3)

A equagdo (2) ¢ chamada de equagdo de dilatagdo e pode ser generalizada da

seguinte forma:

¢jk (t)= zcn¢j+l,2k+n (t) (D.4)

Como j4 foi dito anteriormente, sempre existe um espago W; tal que V; ® W; =
Vj+1. As ondeletas dadas por yi(t) = 2%y (2t — k) sdo fungdes que pertencem ao espago
W;.

Como V) @ W, = Vy, entdo W, < Vi. Logo, y(t) pode ser escrito da seguinte

forma:
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w(6)=~2) d g2~ k) (D.5)
Em que:
d, =~2 Ty/(t)¢(2t —k)dt (D.6)

A equagdo (D.5) ¢ chamada de equagao da ondeleta e pode ser generalizada da

seguinte forma:

Wik (t)= zdn\lfj+1,2k+n (1) (D.7)

O subespago W; possui base ortonormal {y;k(t)}. E possivel provar que as ondeletas
sdo ortogonais as func¢des de escalonamento dentro da mesma escala, ou seja, Wik(t) e Qjm(t) sdo
ortogonais para quaisquer k e m. Além disso, as ondeletas sdo ortonormais em todas as
escalas, ou seja, yik(t) e yyk(t) sdo ortogonais para quaisquer j # J e k # K e possuem

norma 1.

Como Vj+1 pode ser dado pela soma direta Vi @ W;, uma funcdo f(t) € Vy,

representada em Vyiq por f,,,(¢) = Za Je1x®r (), pode ser representada em V; @ Wy
k

por f,,,(t) = Za @ (1) +Zb W (2), em que os coeficientes sdo dados por:
k k

Ay = If/ﬂ(ﬂ@k(ﬂdl e by = J.fJJrl(t)l//Jk(t)dt

J
Da mesma forma, fj11(t) pode ser representada em V, + ZWJ por:
Jj=Jo

f_;+1 ()= zaJ0k¢J0k @)+ Zzbjkl//jk (?) (D.8)

j=Jy k

Quando temos f(t) € L*(R), chegamos & seguinte representagdo de um sinal real:
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f@®= zak¢J0k O+ izbjkl//‘/k 0] (D.9)

Jj=Jy k

Assim, o sinal pode ser representado no dominio das wavelets através dos coeficientes
aj € by, a partir das fungdes de base estabelecidas y(t) e ¢(t). Essa representacdo define a

Transformada Discreta de Wavelet, cuja transformada inversa ¢ dada por (D.9).

Os coeficientes aj e by relativos a projecdo da funcdo f(t) em V; e Wj, respectivamente,
podem ser obtidos a partir dos coeficientes aj  relativos a proje¢do de f(t) em Vji; da seguinte

forma:

A = zcé—Zkaﬁ—l,[ (D.10)
7

by = zdf—zkam,e (D.11)
7

Além disso, podemos obter os coeficientes ajx a partir de aj e by utilizando a

seguinte equagao:

Ain = zcn—Zkajk + zdn—Zkbjk (D.12)
% ;

D.1 Wavelets de Haar

Uma das familias de ondeletas mais conhecidas sdo as chamadas wavelets de Haar. Para

o caso das wavelets de Haar, a equagdo de dilatacao ¢ dada por (D.2) com ¢y =c; = ﬁ ecy=0

parak # 0 e k # 1. Dessa forma, a partir da equagdo de dilatagdo obtemos:

o(t) = d(2t) + (2t —1) (D.13)
Cuja solugdo é:
1, 0<t<l1
#(0) ={0 (D.14)
, c.c.
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Ilustramos abaixo o grafico de ¢(t) € os graficos de ¢j(t) paraj=0,1e2ek=0,1,

2,3e4.
&
] :
o(t) i
>t
Figura D.1 — Grafico de ¢(t)
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. -1 =2 =3
2 2
i=1
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-=D :I -=1 [ =2 i -=3 i
: : ; —_
0 1 2
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0,1
1 : !
=0fk=11=2{k=3!
: i L
0 1

Figura D.2 — Graficos de ¢x(t)
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Podemos perceber pelas figuras D.1 e D.2 que, como era esperado, as fungdes
djk(t) sdo ortonormais dentro da mesma escala j. Além disso, podemos perceber que
qualquer fun¢do de Vj, construida a partir de suas fungdes de base {dj(t)}, podem ser

construidas a partir das funcdes de base de um espaco mais fino Vi {dmk(t)}, em que m

>,

A equacgdo da ondeleta das wavelets de Haar ¢ dada por (D.7) com dy = -d; =

1
ﬁ e dy=0parak #0 e k # 1. Dessa forma, a partir da equagdo de ondeleta temos:

w (1) =g(2t) - (2t~ 1) (D.15)

As figuras D.3 e D.4 mostram a ondeleta de Haar ¥(t) e os graficos de Wjk(t) paraj =0
elek=0el.

1 Wit

Figura D.3 — Wavelet de Haar

W i=0
-
1 k=0 k=1
0 >t
1 2
o]
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r
k=0 k=1
1 = S
L
0 12 1
-1

Figura D.4 — Graficos de Wj.(t)
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Pelas figuras D.3 ¢ D.4 podemos perceber que as wavelets de Haar Wji(t) sdo ortogonais
as fungdes de escalonamento ¢;(t) dentro da mesma escala j. Percebemos também que as

wavelets de Haar sdo ortonormais em todas as escalas, isto €, Wj(t) possui norma 1 e

+00

.[ Yik(Dwyk(t)dt = 0 para j # J e/ou k # K. Além disso, vemos que ¢ possivel obter

qualquer funcdo de base de Vji1 a partir de uma combinacdo linear das fungdes de base
de Vj e W;. Logo, qualquer fun¢do pertencente a Vj+; pode ser escrita utilizando-se as

fungdes de base de Vje W;.

De acordo com (D.10) e (D.11), temos que os coeficientes ay e by, relativos a
projecdo da fungdo f(t) em V; e W;, podem ser obtidos a partir dos coeficientes a;.;x da seguinte

forma:

1

i = ﬁ(ajH,Zk + aj+1,2k+l) (D.16)
1 A

bj,k = ﬁ(ajH,Zk - aj+l,2k+l) (D.17)

Além disso, de acordo com a equagdo (D.12), percebemos que os coeficientes aj;; x sdo

obtidos a partir de aj, e b, pelas seguintes equagdes:

1
aj+1,2k :ﬁ(ajk +bjk) (Dlg)
1
Qi ok = ﬁ(ajk _bjk> (D.19)

Como as fungdes de escala de Haar ¢j(t) sdo fungdes retangulares, os
coeficientes de escala ajx representam a média local do sinal no intervalo [k27, (k+1)27].
Logo os coeficientes aj’s representam uma aproximagao em tempo discreto do sinal na

escala de resolucao j.
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